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RESUMO

REIS, Ana Waldila de Queiroz Ramiro. Analise dinamica de estruturas de placa
submetidas a carregamentos explosivos. 2019. 164f. Dissertacao (Mestrado em
Engenharia Civil) — Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

O comportamento de estruturas de engenharia civil submetidas a cargas
explosivas tem sido estudado com bastante frequéncia nos ultimos anos e muito
esforco esta sendo aplicado para idealizar curvas e prever as correspondentes
respostas estruturais e dos elementos protetivos. O fendbmeno de exploséo resulta em
uma abrupta onda de sobrepresséo seguida por uma onda de sobpresséo, sendo esta
dltima normalmente desconsiderada na maioria das analises estruturais. Contudo,
recentes estudos alegam que a fase de succao € primordial, de forma que pode levar
a deslocamentos e tensdes substancialmente maiores. No caso de ondas de explosao
de alta intensidade, elementos estruturais experimentam grandes deslocamentos, de
forma que efeitos de segunda ordem devem ser incluidos nas analises. Este trabalho
investiga a influéncia da néo linearidade na analise dinamica de placas submetidas a
cargas explosivas. O problema foi modelado considerando um sistema né&o linear de
um grau de liberdade com a aplicacdo da teoria de von Karman para grandes
deflexdes, considerando as configuragdes de apoio simples e engastado. Uma carga
de pressao uniforme é simulada para os casos de ondas sobrepressao e sobpressao
com a implementacdo da equacdo de Friedlander e a aproximacdo cubica,
respectivamente. O método de Runge-Kutta € usado para solucionar as equacdes de
movimento para deslocamentos. Solu¢cées numéricas para deslocamentos e tensdes
foram obtidas para placas com variadas configuragcbes geométricas e ondas de
explosédo, tornando possivel mensurar a influéncia da presséo de succao e do efeito
de membrana na resposta.

Palavras-chave: Placas; Analise Dinamica; Andlise N&ao Linear; von Karman;

Carregamento Explosivo; Runge-Kutta.



ABSTRACT

REIS, Ana Waldila de Queiroz Ramiro. Dynamic analysis of plates submitted to blast
load. 2019. 164f. Master’s thesis (Master of Science in Civil Engineering) -
Engineering Faculty, Rio de Janeiro State University, Rio de Janeiro, 2019.

The behavior of civil engineering structures under blast loads has been
studied quite frequently in the last years and much effort has been made to create
idealized blast wave curves and predict the corresponding response of structural and
protective elements. The blast phenomenon results in an abrupt overpressure wave
followed by an underpressure wave, the last being usually disregarded in most
structural analyses. However, recent studies show that this suction phase is of
paramount importance since it may lead to substantially higher displacements and
stresses. In the case of high-intensity pressure waves, structural elements may
experience large displacements, thus requiring second-order effects to be included in
the analysis. This work investigates the nonlinear dynamic behavior of thin rectangular
plates subjected to explosive charges. The problem was modeled as a nonlinear single
degree of freedom system by applying von Karman’s theory for large deflections to
simply supported and clamped plate configurations. A uniform pressure load simulates
the overpressure and underpressure waves by employing the Friedlander equation
and a cubic approximation, respectively. Runge-Kutta method was used to solve the
equation of motion for displacement amplitude. Numerical solutions for displacements
and stresses were derived for several plate geometry configurations and blast loads,
making it possible to measure the influence of the suction pressure and the membrane
effect on the plate response.

Keywords: Plates; Dynamic Analysis; Nonlinear Analysis; von Karman; Blast loads;
Runge-Kutta.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Plano médio e dimensdes da placa ...........ccoovvevuuviiiiiieecieeeiiiiie e, 24
Figura 2 — Forcas e momentos atuantes em um elemento de placa infinitesimal .....29

Figura 3 — (a) Efeito de Membrana na estrutura; (b) Elemento infinitesimal submetido

a esforcos normais com efeito de membrana............ccccceeeeiiiiiiiiieccii e, 31
Figura 4 - Comportamento da onda de explosédo durante sua propagacao. ............. 37
Figura 5 - Grafico de carga de pressao de uma onda de choque. ..........cccceeeeeeeeennns 37
Figura 6 - Influéncia da taxa de deCaiMENTO ..............uuuuuummmmimimiiiiiiiiiiiiiiieieeeaaees 38
Figura 7 - Comportamento da reflexdo de onda sobre uma superficie 4 90°............ 39
Figura 8 - Relacdo das pressfes de ondas com 0 teMPO ......coeeeeeeveeeeiiiiiiiiieeeeeeeennnns 40
Figura 9 - Relacdo das pressfes de incidéncia e reflexao...........cccccvvvviiiiiiieenennnnn, 40
Figura 10 — ParAmetros da carga explosiva hemisférica...........cccccccvniiiiiiiieninnnnnnnns 42
Figura 11 — Parametros da carga explosiva esférica ............cccccveeeiiiiiiiiiiiiinineeeeens 42

Figura 12 — Fases positiva e negativa normalizadas, comparacao entre métodos ...45

Figura 13 - Erro relativo: Métodos da energia e Galerkin — Simplesmente apoiado,

CASO LIV A IBNSOES ..o e e e e 62

Figura 14 — Variacdo adimensional do comportamento do parametro Ks: Comparacao
entre os métodos da energia e Galerkin — Simplesmente apoiado, caso Livre de

(] 0 IST0 TSP SSPPPPPTPTN 62
Figura 15 - Comparacao entre parametros Ki e Kz — Simplesmente Apoiado .......... 66

Figura 16 - Relacdo wmax / h x Relacdo adimensional de carregamento estatico —

Simplesmente Apoiado, caso livre de teNSOES..........ccoieiiiiiiiiiie e 69

Figura 17 - Relagdo wmax / h x Relagdo adimensional de carregamento estatico —

Simplesmente Apoiado, caso INAESIOCAVEL..............ceeiiiiiiiiieii e 69

Figura 18 - Relagdo wmax / h x Relagdo adimensional de carregamento estatico —

Simplesmente Apoiado, Caso AESIOCAVEL..............uuviiiiiiiiiiceeiee e 69



Figura 19 - Relagdo wmax / h x Relacdo adimensional de carregamento estatico —
Simplesmente Apoiado (a) B =1; (D) B = 2.uuoiiiiiiiee e 70

Figura 20 - Relag&o entre o™jj/ 0jj X Wmax / h - Simplesmente apoiado: Caso Livre de

tensdes; (a) 0Mxx/ Oxx; (B) OMyy/ Oyy weverriiiiieeeeee e 733

Figura 21 - Relagdo entre o™i/ oj X Wmax / h - Simplesmente apoiado: Caso

Indeslocavel; (a) 0™xx/ Oxx; (D) OMyy / Oyy .uvvuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 76

Figura 22 - Relacdo entre 0™/ 0ij X Wmax / h - Simplesmente apoiado: Caso Deslocavel;

() OMxx/ Oxx; (D) OMyy / Oyy e 179
Figura 23 - Relagéo entre ™ / 0ii X Wmax / h - Simplesmente apoiado: B =1............. 80

Figura 24 - Relag&o entre o™jj/ 0ij X Wmax / h - Simplesmente apoiado: 3 = 2; (a) 0™xx/

Oxx, (b) Umyy/ L 1 81
Figura 25 - Comparagao entre parametros Ki e Ks — Engastado.............cccccuvveeennnee 91

Figura 26 - Relacdo wmax / h X Relacdo adimensional de carregamento estatico —

Engastado, caso [IVIe de tENSOES. ......cuiiiiiiiiieiiiie et e e e e eeeeees 94

Figura 27 - Relagcdo wmax / h x Relagdo adimensional de carregamento estatico —

Engastado, caso iNAESIOCAVEL ...........coooi i, 95

Figura 28 - Relacdo wmax / h x Relacdo adimensional de carregamento estatico —

Engastado, CasS0 AESIOCAVEL..........cccuuiiiiiiiiiiiieieeeee e a e e e e e e 95

Figura 29 - Relacdo wmax / h x Relagdo adimensional de carregamento estético -
Engastado () B =1; (D) B = 2. 96

Figura 30 - Relag&o entre o™jj/ 0jj X Wmax / h - Engastado: Livre de tensdes; (a) 0Mxx/

O'xx; (b) (o LY B o 1Y RPN 99

Figura 31 - Relacdo entre o™jj/ Cij X Wmax / h - Engastado: Livre de tensdes; (a) 0Mxx/

Lo 3ot (o) I ALY A o 1Y PSPPI 102

Figura 32 - Relagao entre omij / aij x wmax / h - Engastado: Deslocavel; (a) 0™xx / Oxx;
(b) oMy / 0 104

Figura 33 - Relacdo entre o™i/ gii X Wmax / h - Engastado: B =1......cccociiiniiinnnnn 106

Figura 34 - Relacao entre o™jj/ iy X Wmax / h - Engastado: B = 2; (a) 0™xx/ Oxx; (b) c™Myy/



Figura 35 — Caracteristicas geométricas da placa ........ccccccceeevieeeeiiieiiiiii e, 111

Figura 36 — Malha de 50 mm com elemento S4AR ............cccccviiiiiiiiiiiiiiiiiiie 112
Figura 37 — Distribuicdo das tensdes. (a) Oxx € (D) Oyy ...ccvvvvveiiiiiiiiiiieeeee 112
Figura 38 - Relacdo impulso negativo com o impulso total ...........cccccceeeiieiieieennnns 113
Figura 39 — Comportamento oscilatorio para o caso simplesmente apoiado.......... 114

Figura 40 — Comportamento oscilatério do sistema, p = 1. (a) Comparacao entre a
utilizacdo da Equacdo Cubica com a sua nao consideracao; (b) Apresentacdo das

fases para a consideracdo da fase negativa ...........ccoeeeeeviiiiiiiiiiiie e 116
Figura 41 — Relac8o TNL / TLX Wmax / Nluuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeee 117

Figura 42 - Variagdo wi / Wmax por Wrnt (kg) e de Z (m/kg'?), caso livre de tensdes e

PPN 119
Figura 45 - Variagdo Wmax / h X Z conforme WinT, B = L1.....uviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiennnnnns 122
Figura 46 - Variagado Wmax / h X Z conforme WinT, B = 2.....uuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiininns 122
Figura 47 — Relac8o FAD € td / TL, B = L .uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiiiiiiiieseeieeeeeineeee 123
Figura 48 — Relac8o FAD € td / TL, B = 2 .uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiiiieieeeeiieeeee 123

Figura 1 — Relacio Tcaga € FFT da carga - indeslocavel, Z =5 m/kg¥3 e B = 1. (a) Pico;

Figura 51 — Relacdo Tcarga € FFT da carga - livre de tensées, Z=5 m/kg'3 e B = 1. (a)
PICO; (D) VAIE...... e 127

Figura 52 — Relacdo Tcarga € FFT da carga - indeslocavel, Z = 34 m/kg® e B = 1. (a)
PICO; (D) VAlE..... e 127



Figura 53 — Relacdo Tcarga € FFT da carga - deslocavel, Z = 34 m/kg*® e p = 1. (a)
e oTo T (o) T Z= 1= SRR 127

Figura 54 — Relacdo Tcarga € FFT da carga — livre de tensdes, Z = 34 m/kg® e B = 1.

(8) PICO; (D) VAl e 128
Figura 55 — Relagdo Wi / Wmax X WTNT, Z=5mM/Kg¥3, B=1.ccocoiiiieieeceeceene 128
Figura 56 — Relagdo WL / Wmax X WTNT, Z=5M/KgY3, B = 2..cciiiiicieeceeceeee 128
Figura 57 — Relacdo WL / Wmax X WNT, Z=34 M/ Kg¥3, B = 1. coiiiiiiecieceeeee 129
Figura 58 — Relagdo Wi / Wmax X WTNT, Z=34 M/ KgY3, B =2 icciicieeceeeeeeee 129

Figura B.1 - Par de forgas concentradas no plano médio da placa..........cccccceeennne 144



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 - Elementos quimicos com capacidade explosiva .............ccceevvvevvviiiinieeennn. 36
Tabela 2 - Caracteristicas de exploSao eSferiCa............cccevvvviviiiiiiii i, 47
Tabela 3 - Especificagbes das condi¢cdes de tensdes da membrana........................ 52
Tabela 4 - Coeficientes dos casos de condi¢des de tensdo da membrana............... 58
Tabela 5 - Par@metroS K1 € Kz ..o 65
Tabela 6 - Coeficientes dos casos de condi¢cdes de contorno engastado................. 86
Tabela 7 - ParAmetros K1 e Kz — Apoio Engastado .........cccccvvvvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeee 89
Tabela 8 - Relacdo parametros para analise dindmica ...........ccccvvvvvvviveieeeeeeeeeeennn, 111

Tabela 9 - Resultados de deslocamentos e tensdes obtidos analiticamente e

IO (e] (1er=1 14 (=] 4 (=TT PP 112



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Simbologia Minascula

a Comprimento da placa na direcéo do eixo x

a,a,a, b, Constantes da série de Fourier

a' Coeficiente que descreve a taxa de decaimento do comportamento

pressao-tempo

b Comprimento da placa na direcédo do eixo y

b. Forca de corpo por unidade de volume atuando na dire¢c&o do eixo i

f.(y) Equacao funcdo de y

g,(x) Equacéo funcéo de x

h Espessura da placa

I Impulso da presséo de fase positiva

iy Impulso da presséo de fase negativa

k Funcao de condi¢Bes iniciais da integral eliptica de Jacob

k* Relacdo adimensional entre impulso, presséo e tempo positivos

k™ Relacdo adimensional entre impulso, presséo e tempo negativos

m Massa por unidade de area da estrutura

p; Carregamento distribuido sobre a estrutura na dire¢&o do eixo i

Prnax Pico de sobrepresséo positiva

Prnin Pico de sobrepresséo negativa

Prn Constante dependente da série de Fourier

p" Resultante das forgas referentes aos esforcos de membrana na placa

P, p'y Coeficientes adimensionais da solugcdo homogénea da funcéo de Airy

I Razdo entre as parcelas de tensdes provenientes do esforco da
membrana com relacdo as tensdes totais no centro da placa

t Tempo

t, Tempo de duracéo da fase positiva da carga dinamica



t, Tempo de duracdo da fase negativa da carga dinamica
u. Deslocamento na direcdo do eixo i

w Funcao deslocamento vertical da placa

Deslocamento vertical estatico da placa
W, Deslocamento vertical dindmico proveniente do efeito de flexdo da placa

w, Deslocamento vertical dinamico maximo da placa

Simbologia Maiuscula

A, Amplitude de reagdo da estrutura livre de carregamento

A, B, Coeficientes da solugcdo homogénea da funcéo de Airy

A Amplitude da estrutura proveniente da fase negativa da explosao
A Amplitude da estrutura proveniente da fase positiva da exploséo
A, Coeficiente integrais elipticas de Jacob

A(t) Amplitude da estrutura proveniente da carga dinamica

C, Constante auxiliar de céalculo (i € N)

Cn Cosseno eliptico de Jacob

CHsNO2 Nitrometano

Cs3HsN3Og  Trinitrato de glicerina
CsH7N3Os 2, 4, 6 — Trinitro-m-Xylene
C10H16NeO19 Hexanitrato de Dipentaerythirol

D Rigidez a flexdo da placa

Dn Delta eliptico de Jacob

E Médulo de elasticidade longitudinal

F Carga pontual

FFT Funcao transformada de Fourier

F(t) Carregamento dinamico

H (t) Funcéo auxiliar de célculo para resolugcédo do método de Runge-Kutta
K Energia cinética da estrutura

K, Coeficiente linear relacionado ao esforgo de flexédo

K, Coeficiente ndo linear relacionado ao esfor¢co da membrana



L Operador diferencial

M; Momento fletor da estrutura no plano perpendicular ao eixo j na direcédo
do eixo i

N;; Forca normal da estrutura no plano perpendicular ao eixo i na dire¢cdo do
eixo |

NePb Bleiazida

P Resultante das forgas atuantes na dire¢cao do eixo i

P(t) Equacéo do carregamento dinamico de exploséo

Q Forca cisalhante na placa por unidade de comprimento com relacdo ao

eixo perpendicular a i, pertencente ao plano iz

R Distancia do alvo com relag&o a fonte explosiva
Sn Seno eliptico de Jacob

TNT Trinitrotolueno

U Energia de deformacgao da estrutura

U, Energia de deformacéo a flexao

U, Energia de deformagcdo da membrana

w Trabalho externo aplicado na estrutura

Wy Massa de TNT

z Distancia em escala de Hopkinson

Simbologia Grega

a0,y Constantes auxiliar de calculo

QY,0 Constantes auxiliar de calculo

yij Relac&o entre as dimensdes no plano da placa

g Deformacao no plano perpendicular ao eixo i na dire¢éo do eixo |

55 Parcela de deformacdes devido a flexdo da placa

Ei;” Parcela de deformacbes devido ao efeito de membrana da placa,

incluindo o acoplamento dos deslocamentos transversais e axiais.

£ Constante referente a solugdo homogénea da fungéo de Airy

8p, q



Funcao de Airy

Solucdo homogénea da funcéo de Airy

Solugéo particular da funcéo de Airy

Funcdes auxiliares de calculo

Coeficiente da série de Fourier para a solucédo da funcéo de Airy
Coeficiente da série de Fourier para a solucdo particular da funcéo de
Airy

Coeficiente da série de Fourier para a solugdo homogénea da funcao de
Airy

Coeficientes participante da integral eliptica de Jacob

Coeficiente de Poisson

Massa especifica do material

Tensdes no plano perpendicular ao eixo i na direcdo do eixo |
Parcela de tensdes devido a flexao da placa

Parcela de tensdes devido ao efeito da membrana
Frequéncia

Coeficiente trigopnométrico do deslocamento da placa
Operador Laplaciano

Operador bi-harmdnico



SUMARIO

INTRODUGAOD ...ttt ettt ettt ettt e st e te et e e st e st e stesreeseeeneas 16
1. TEORIA DE PLACAS DE VON KARMAN ...t 24
1.1. Relagdo Deformacao - DesloCamento ...............uuuuuummimiimmiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiineee 25
1.2. Relacdo Tensao - DefOormacCao ...........cviiieeeiiiiiiiiiii e e 27
1.3. Equacao Diferencial da Placa............ccccoiiiiiiiiiiiiiiiii e 28
1.3.1. Efeito das forcas de membrana..........cccooeeeeiiiiiiiiiiiii e 31
2. CARGA EXPLOSIVA ..o e e e e ees 35
2.1. DefiniCA0 de EXPIOSAO .....uoiiie et 35
2.2. Formacado das Ondas de ChOQUE..........ccceeiiiiiiiiiiii e 36
2.3. Reflexao das Ondas de ChOQUE.........coooeiiiiiei e 39
2.4, Equacao da Carga DINAmICA .........cooeeiieeeeeeeeeeeeeeee e 45
3. ANALISE DINAMICA DAS PLACAS .....oiiiiiiiieieteee st 48
3.1. Condicdo de Contorno: Simplesmente apoiado em todas as arestas ............ 48
0 It O [ o 1T o L= AN o P 48
3.1.2. Par@Gmetros K1 € Ka oo 58
3.1.4. Deslocamentos ESTAtICOS.......ccooveiieeeeeeeeeeeeeeeeee e 67
3.1.3. TENSOES AE AN ..o 70
3.2. Condicdo de Contorno: Engastado em todas as arestas...............ccceevvvvvnnnnnn. 81
3.2. 1. FUNCOES T8 AN ...ttt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 81
3.2.2. Par@Gmetros K1 € K. 86
3.2.3. Deslocamentos ESTALICOS. ........ccoeeeeeee e 92
3.2.4. TENSOES AE AN ..o 96
3.3.  Solugéo das Equagdes DIferenCIalsS .........ccooveeeeeeeeieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 107
4. RESULTADOS NUMERICOS ...t 110
CONCLUSOES ..ottt ettt ettt 131
Sugestdes para trabalnos fULUIOS...........cooviiiiii e 132
REFERENCIAS ...ttt ettt ettt 134
APENDICE A ..ottt sttt sttt st e et 137
APENDICE B ..ottt ettt en e 144
APENDICE C ..ottt ettt ettt en et 150

APENDICE D ..o et 162



16

INTRODUCAO

A busca por critérios e métodos para avaliar o comportamento do fenémeno
explosivo vém sendo intensificada apos inGmeros eventos provenientes de explosées
intencionais em diversas localidades do mundo. Estes acontecimentos podem
acarretar grandes perdas em estruturas de Engenharia Civil, quando estas ndo estao
dimensionadas para tal ocorréncia. Desta forma, torna-se necesséario conhecer as
caracteristicas e mecanismos de dano das ondas de choque para que, finalmente,
possa apresentar o melhor projeto e planejamento construtivo para desastres como
tais (KINNEY e GRAHAM, 1985).

O fendbmeno da explosdo corresponde a uma liberacdo de energia brusca
proveniente do processo de reacdes ligadas aos componentes presentes em um dado
corpo. Este mecanismo pode ser caracterizado como explosdes acidentais como por
exemplo pélvora, gases pressurizados, vapor presente em uma caldeira, reacdes
nucleares descontroladas, ou intencionais, como langcamento de missil ou de veiculo
espacial (KINNEY e GRAHAM, 1985).

Os primeiros estudos realizados com relacdo as explosdes sdo contemplados
por Friedlander (1940), onde o mesmo demonstrou a formulacdo que corresponde a
fase positiva de tal fenbmeno. Conhecida como Equacdo de Friedlander, esta é
utilizada até os dias atuais para descrever o comportamento pressao x tempo de uma

onda de choque.

Uma grande contribuicdo ao estudo de cargas explosivas foi dada por
Granstréom (1956), onde foi observado que dois tipos de explosées podem ocorrer:
esféricas e semiesféricas. Em seu trabalho, sdo apresentados resultados quanto as
analises realizadas para explosdes esféricas. Contudo, o destaque maior é dado para
a formulacéo da fase negativa de uma onda de choque, onde foi concebida a equagao
cubica. Observa-se a preocupacédo com a definicdo das condi¢cOes e caracteristicas
da carga de exploséao, calibrando abacos que correlacionam propriedades da carga
(massa e distancia ao anteparo indicado), com relagdo as pressdes maximas e
minimas geradas, impulso, duracdo da carga e velocidade da onda de choque. Além
disso, o referido autor apresenta a variacédo da forca compressiva com o tempo, a qual

corresponde a um coeficiente que correlaciona a presséo, tempo transcorrido e
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impulso da onda. Este processo torna-se importante para determinar os limites dentro
dos quais a expresséo cubica € valida.

Visto que o estudo do fendmeno de explosfes tornou-se um tema de suma
importancia para a Engenharia Civil, KINNEY & GRAHAM (1985) e NEEDHAM (2010)
contemplam em suas publica¢cdes um estudo aprofundado com relacdo ao fenémeno,
tornando ambas as referéncias bastante conhecidas como referencial tedrico no que
é respeito ao referido tema. E possivel observar informacBes a respeito do
comportamento de onda gerado, suas caracteristicas fisicas e quimicas e as do
ambiente em que se encontra, tipos de choque na frente de onda, interacdo onda-
estrutura, dindmica das ondas explosivas e respostas das estruturas, sendo

contempladas as fases positiva e negativa.

Paralelamente, com base nos estudos realizados por Granstrém (1956) e
avaliando que as fases negativas das ondas de choque tornam-se de grande
importancia para o0 comportamento da estrutura, entre os anos da década de 1950 até
2010, outras formulacdes a respeito da regido negativa da explosédo foram surgindo.
Os mais conhecidos séo a Fase Cubica Negativa, desenvolvida por Granstrom (1956),
LS — DYNA (1997), Gantes (2004) e Wei & Dharani (2004) com suas contribui¢cdes
para o método Friedlander Estendido, Krauthmmer & Atenberg (2000) para o método
da Aproximacédo Linear e Theich & Gebberken (2010) para o método Friedlander

Estendido com Teich.

US Department of Defense (2008) apresenta uma nova versao do referido
documento, onde aborda todas as caracteristicas relacionadas ao comportamento das
explosbes, bem como as consequéncias das ondas de choque geradas. Apresenta-
se como um manual bastante completo a respeito do comportamento do fenémeno de
explosdo, abordando as caracteristicas quantitativas e qualitativas dos parametros
necessarios para as equacoes explosivas, notando-se uma énfase na fase negativa.
Verificam-se, ainda, abacos que apresentam a relacéo entre as pressoes, impulso,
tempo de execucdo da onda com relacdo as caracteristicas do objeto explosivo
(massa e distancia ao anteparo). Somado a isto, sdo contempladas ainda nas

formulagdes estruturas de concreto e metalico submetido ao carregamento explosivo.

RIGBY (2014) reapresenta os abacos anteriormente contemplados pelo US
Department of Defense (2008) com as unidades transformadas para o sistema

internacional. Além disso, para as analises referentes ao fenbmeno, o autor apresenta
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0 equacionamento das curvas presentes nos abacos, faciltando assim a
determinacao dos parametros para as equacdes de explosdo. Ainda o mesmo autor,
em outra publicacdo, RIGBY (2013), realiza estudos a respeito do comportamento das
varias formulacdes realizadas a respeito da fase negativa de uma onda explosiva,
conforme abordadas acima. As equacbes s&o reunidas e comparadas com um
comportamento real de explosdo. Com isso, 0 autor aponta qual das formulagfes é a
gue melhor descreve uma onda de choque, com base em seus ensaios experimentais
e ainda ressaltando a importancia de sua consideracdo para o estudo em dinamica

estrutural.

Para um estudo relacionado a estrutura, algumas definicbes com relacédo a
mesma parar resistirem ao efeito explosivo sdo abordadas. De forma que os estragos
causados por explosivos sejam catastréficos, estes podem ser estocados em
estruturas de protecdo, que podem ser classificadas como abrigos, barreiras ou
estruturas de contencdo. Os abrigos sdo caracteristicos por fornecerem protecédo
envolvendo o corpo explosivo totalmente, evitando com que agentes externos
(pressdo ou fragmentos gerados de outra explosdo) o atinjam (US Department of
Defense, 2008).

Estruturas de contencéo correspondem a edificacdes que confinam o elemento
explosivo. Por outro lado, estruturas de barreiras funcionam como um anteparo que
impede a propagacdo das ondas de choque do corpo explosivo a um determinado
alvo, atenuando a pressdo para um nivel toleravel. Sdo normalmente aplicaveis a
operacdes que possuem alto risco, envolvendo materiais toxicos. As paredes e a laje
de cobertura sdo os principais elementos estruturais de protecdo. Estes componentes
sao considerados enrijecidos quando séo projetados para resistirem a todos os efeitos
consequentes de uma explosdo, como a pressdao de choque, fragmentos e
comportamento dinAmico que a estrutura venha a ter (US Department of Defense,
2008).

As barreiras podem ser barricadas, paredes simples ou estruturas semelhantes
gue sdo compostas de materiais mais frageis, apenas com o intuito de retardar a
propagacéo das ondas de choque. Vale ressaltar que muitas vezes 0s explosivos sao
postos proximos as barreiras, sendo estas submetidas a pressdes de alta intensidade
(US Department of Defense, 2008).
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Desta forma, avaliando-se que algumas estruturas de protecdo podem ser
consideradas como placas, um estudo referente a este elemento deve ser realizado.
Observa-se que um elemento de placa submetido a uma carga explosiva pode ser
solicitado a grandes pressodes, resultando em grandes deslocamentos. Desta forma,
a nao linearidade geométrica torna-se imprescindivel para a formulagéo da dindmica

da estrutura.

Com relacéo a formulagcéo da estrutura, segundo (SZILARD, 2004), Euler foi o
primeiro matematico a estudar o efeito de membrana nas placas, solucionando
problemas diversos a partir dos conceitos de sistemas de cordas esticadas e
perpendiculares entre si. Seguidamente, E. F. F. Chaladni apresentou em seus livros
de acustica diversos experimentos que retratassem os modos de vibracdo desse
mesmo tipo de estrutura, sendo realizadas com polvilho sobre placas e aplicando
determinada frequéncia nas mesmas. Para cada uma destas, era observado que o
material granular se redistribuia sobre a superficie, apresentando um modo de
vibracéo (SZILARD, 2004).

VON KARMAN (1910) escreveu as equacdes relacionadas aos grandes
deslocamentos em seu livro. Nas equacdes relacionadas as placas, o autor consegue
associar os deslocamentos referentes ao efeito da placa com os da membrana,
resultando em equacdes mais adequadas para tratar o comportamento de grandes

deslocamentos.

Galerkin apresenta o método desenvolvido juntamente com |. G. Bubnov,
porém conhecido somente como método de Galerkin. Este método é mundialmente
conhecido pelas suas aplicacbes em equacOes diferenciais, mecanica,
termodinamica, hidrodindmica e dentre outros. Porém, deve-se dar uma énfase com
relacdo a teoria das placas (objetivo desta dissertacéo) pelo fato de que, com base
nas equacdes de von Karman e numa aproximacao trigonomeétrica para o
comportamento de uma estrutura desse tipo, a partir do método de Galerkin é possivel

obter a equagédo do movimento dindmico das placas.

DUFFING (1918) apresenta a equacéo nao linear de vibragdes forgadas, onde
a solicitacao é representada por uma funcdo senodide. Essas equacdes diferenciais
foram concebidas para casos de amortecimento de péndulos, sendo posteriormente

expandida e aplicada em solugbes estruturais e circuitos elétricos. Além disso, a
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equacao de Duffing subsequentemente foi desenvolvida e adaptada para casos de
vibracao livre, sendo sua solucéo obtida com a utilizacdo de funcdes elipticas.

YAMAKI (1957) propde uma formulacdo analitica que contemple a solucéo
homogénea da expressdo de Airy para placas submetidas a um par de forcas
concentradas no plano da mesma. Posteriormente, em 1961, o0 mesmo apresenta a
deducéao das equacgdes de dinamica das placas esbeltas (com base nas Equacgdes de
Duffing), contemplando o comportamento de membrana, considerando-se 6 tipos de
condicbes de apoio (indeslocavel, deslocavel e livre de tensdes para 0S casos
simplesmente apoiado e engastado). Tais equacdes tem por base os métodos da série
de Fourier e de Galerkin, além de apresentar as deducbes de comportamento da
membrana com base na equacéo diferencial de tensdo de Airy, observando que este
tipo de comportamento se torna mais complexo do que o esperado. Ainda assim, sao
demonstrados o comportamento dos periodos lineares e néo lineares referentes a
vibracao livre da estrutura, utilizando-se por base o conceito de fungdes elipticas de

Jacob.

GUPTA (1987) apresentou o tema de cargas explosivas em estruturas de
placas esbeltas. O problema analitico € contemplado de acordo com as solicitacfes
da carga dindmica, considerando somente a fase positiva do carregamento explosivo.
Com relacédo a formulacdo da placa, esta € considerada com base nos esforcos de
flexdo da estrutura, constituindo assim um sistema com linearidade geométrica. O
autor observou o comportamento dindmico da placa considerando o sistema como um
grau de liberdade e comparou os resultados de deslocamentos com um modelo de

elementos finitos.

FELDGUN et al (2016), baseado no conceito de grandes deslocamentos em
placas e ondas de choque provenientes da explosdo como esfor¢co solicitante,
apresenta em sua publicacdo a formulacdo analitica de uma estrutura de placa
retangular com efeito de membrana submetida a carga de explosdo de pressao
positiva. Em sua pesquisa, sdo obtidos deslocamentos e tensdes do centro da
estrutura, além da comparacao das respostas analiticas com modelos de elementos

finitos e um ensaio experimental executado por um outro autor de sua referéncia.

Observando o desenvolvimento nos estudos realizados pelos autores
supracitados, o objetivo deste trabalho consta em apresentar a formulacéo analitica

de placas submetidas ao carregamento explosivo, contemplado pelas expressoes de
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pressdes positivas e negativas. A estrutura de placa considerada possui
caracteristicas fisicas homogéneas lineares (aco linear elastico) e duas condic¢des de
apoios principais: simplesmente apoiado e engastado, em todas as faces. Nestas
consideracdes de condicdo de contorno, analisa-se para cada uma as especificacdes
de ndo linearidade geométrica (efeito de membrana), caracterizada por condi¢des de
tensao livre de tensdes, indeslocaveis e deslocavel. Para isso, € utilizada a formulacéo
dindmica de placas, apresentada por YAMAKI (1961). Neste processo, considera-se
a teoria de membrana abordada, que tem por base as caracterizacdes de cada tipo
de condicdo de contorno (livre de tensdes, indeslocavel e deslocavel para apoio
simples e engaste), utilizando-se do conceito de tensbes de Airy. Finalmente,
caracterizando a néo linearidade geométrica da estrutura, utiliza-se do conceito de
grandes deslocamentos desenvolvido por von Karman (1910), onde aborda-se a teoria
da membrana. Para a solugdo das equacles diferenciais, € utilizado o método
numérico de Runge-Kutta.

Contudo, é valido ressaltar que, apesar das expressdes terem sido
desenvolvidas para as condicbes de apoio simples e engaste, os resultados
apresentados neste trabalho é de apenas simplesmente apoiado, visto que o processo

de andlise para o engaste seria 0 mesmo e tornaria o trabalho extenso.

Motivacao

Verificando que as ocorréncias de explosdes, tanto intencionais quanto
acidentais, vém aumentando nos ultimos anos, torna-se a motivacao deste trabalho
auxiliar aos profissionais de engenharia estrutural a verificar e avaliar o
comportamento de sistemas estruturais de lajes (elementos de placa) submetidas a

esse tipo de carregamento.

Objetivos Gerais

Este trabalho tem por objetivo apresentar o comportamento dinamico de

estruturas de placas, considerando o efeito de membrana, quando submetidas a
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cargas explosivas, avaliando o desempenho da mesma em relag&o a deslocamentos

totais, examinados no centro da estrutura.

Os elementos utilizados para este trabalho sdo considerados como placas
finas, com base no comportamento de placas de Kirchhoff. Além disso, verificando
que o fendbmeno da explosdo ocorre em um determinado periodo de tempo, o sistema
€ embasado na teoria dindmica de placas. Ainda, avaliando que a substancia ainda
pode ser de alta ordem explosiva, a placa fica submetida a uma grande pressao. Desta
forma, a teoria de von Karman, considerada para grandes deslocamentos, € de suma
importancia para determinar a relacao da amplitude gerada com relacdo a espessura

da placa.

Objetivos Especificos

Este trabalho tem por objetivos especificos:

e Desenvolvimento de expressdes para 0 carregamento explosivo, com
base nos &bacos apresentados por Rigby (2013), utilizando um software digitalizador;

e Desenvolvimento e verificacdo das expressdes de placa quanto ao
comportamento de flexdo e quanto a flexdo com o efeito de membrana;

e Solucdo das equacgoOes diferenciais resultantes pela implementagcéo do
método de Runge-Kutta;

e Apresentacdo e analise do comportamento da estrutura com a variagédo
dos seguintes parametros: razdo entre a maior e menor dimenséo (), espessura da

placa (h), massa de TNT (Wrnt) e distancia escalar (Z).

Estrutura do Trabalho

Neste capitulo introdutério, foram apresentadas as consideracfes sobre os
tipos de explosivos, suas consequéncias e o0s 3 tipos estruturais que sdo comumente
usados para minimizar os efeitos das ondas de choque provenientes da explosao.
Estes processos sdo abordados detalhadamente em US Department of Defense

(2008). E apresentada também a evolugdo dos estudos de placas, com efeitos
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lineares e nao lineares, paralelamente ao estudo de cargas explosivas, até chegar aos
dias atuais.

O Capitulo 1 apresenta a formulacao para as placas de Kirchhoff com base na

teoria de von Karman, ou seja, para grandes deslocamentos.

O Capitulo 2 retrata, de forma mais detalhada, as caracteristicas de explosées,
efeitos na estrutura e o equacionamento da mesma, de forma a considerar este

fendmeno analiticamente.

O Capitulo 3 aborda a respeito do comportamento dinamico das placas, ou
seja, apresentacao das equacdes diferenciais com efeito ndo linear com base nas
equacdes de pressdo encontradas para as cargas explosivas.

O Capitulo 4 expde os resultados encontrados com base no comportamento
dindmico das placas e com base nas equacodes de pressao de explosivos, para o0 caso
simplesmente apoiado. A avaliagdo tem por base o deslocamento no centro da
estrutura. Além disso, € de importancia verificar que todo o processo de geracao de
resultados, bem como o desenvolvimento dos mesmos, é concebido com base no

software algébrico wxMaxima.

O Ultimo capitulo apresenta as conclusfes obtidas, avaliadas com base no
comportamento da estrutura quanto ao seu deslocamento e quanto as caracteristicas

fisicas do explosivo.
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1. TEORIA DE PLACAS DE VON KARMAN

A formulacéo apresentada a seguir aplica-se a placas finas ou delgadas, que
sao estruturas caracterizadas por um plano de superficie com espessura h, sendo a
dimensao da espessura muito menor que as outras duas dimensdes. Neste trabalho,
considera-se uma placa fina de material homogéneo, isotrépico e linear elastico, com
espessura h constante, dimensdes a e b (nas direcfes x e y, respectivamente) e com

um plano médio definido em z = 0 (Figura 1).

Figura 2 - Plano médio e dimensdes da placa

As solicitacfes usuais atuantes na superficie de uma placa correspondem a
cargas perpendiculares ao plano xy, distribuidas e concentradas. Com relacdo aos
bordos, a placa pode estar submetida a forgcas normais de tragdo ou compressao,
momentos de flexdo e forgcas cortantes. O desenvolvimento das equacdes neste
trabalho considera um carregamento uniformemente distribuido p; (Figura 1), gerando
esforcos de flexdo que provocam a curvatura e o deslocamento u;(x,y,z) do plano

médio, onde i representa as dire¢6es coordenadas (JAREK, 2007).

A depender do carregamento aplicado, os deslocamentos resultantes sdo
pequenos (da ordem de u, < 0,1h) e, portanto, a nao linearidade geométrica do
problema pode ser desprezada, ou seja, pode-se empregar a teoria linear de placas
(NISHAWALA, 2011). Contudo, ha situacdes em que os deslocamentos resultantes
podem ser relativamente grandes (u, > 0,1h), deformando significativamente a
superficie média da placa. Nesses casos, a nado linearidade geométrica ndo pode ser
ignorada, sendo ent&o utilizadas formulagcdes que incorporam esse comportamento

nao-linear, em particular, a teoria de placas de von Karman (NISHAWALA, 2011).
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A teoria de placas de von Karman é formulada em termos dos deslocamentos
u; (x, y) da superficie média da placa. O método de solugéo é muito similar ao da teoria
linear de placas, em que o campo de deslocamentos € obtido conforme as condi¢fes
de contorno. Contudo, a particularidade da nao linearidade é inserida nas relacdes
deformacéo-deslocamento por conta do efeito de membrana e o procedimento de
calculo de tensdes pela lei de Hooke, visto que € mantido as caracteristicas de
material elastico linear (NISHAWALA, 2011).

1.1. Relacao Deformacéao - Deslocamento

Para o caso de pequenos deslocamentos e rotacdes, os gradientes dos
deslocamentos sao considerados muito pequenos e, portanto, 0s termos néo lineares

podem ser desprezados, ou seja:

o, M __ oy

ondei, j,k,l =X,
OX; OX; X, : Y @

Ja para situacbes em que grandes deslocamentos e rotacfes moderadas
devem ser analisados, os gradientes dos deslocamentos séo significativos, resultando

em termos néo lineares de ordem de grandeza similar aos dos proprios gradientes de

deformacgéo:
ou, ou ou. ..
— x| — ondei, j =X, 2
OX; 6xj (GXJ . y (2)

Assim, as relacfes deformacdo-deslocamento a serem consideradas para
grandes deslocamentos contemplam os termos lineares, comuns ao caso de
pequenos deslocamentos, e adicionam termos quadraticos, inerentes a formulacao
nao linear geométrica do problema (NISHAWALA, 2011), resultando nas seguintes

equacgdes quando aplicadas ao problema de placa fina:

2 2
SXXZGUXJr}[aqu _,0 uZZ 3)
ox 2\ ox OX




26

ou 2 2
gyyz_y_{_l % _Zauzz (4)
ay 2( oy oy

y (5)

1(ou, 0ou, ou, éu, o’u
oxoy

Sxy 5 —_—

oy ox i oX oy
Onde:
¢; Deformagé&o no plano perpendicular ao eixo i na dire¢édo do eixo j
As demais componentes de deformacdo ndo mencionadas sdo consideradas

nulas.

Observa-se que nas Equacdes (3) a (5) constam as parcelas de deformacdes
devido ao comportamento de flexdo, ao comportamento de membrana e ao
acoplamento dos deslocamentos transversais e axiais do plano médio da placa.

Sendo assim, as Equacdes (3) a (5) podem ser reescritas como:

g; =& +&f (6)
o°u
b =7 % 7
€ v (7)
o°u,
gl =—1. v (8)
82
=z ©)
oxoy
2
en — L +1[6“2] (10)
ox 2\ ox
ou ?
o —”1(%} (11)
ay 2\ oy

ou
o =£(%+_y+%%j (12)



27

Onde:
Sf} Parcela de deformacdes devido a flexdo da placa

Parcela de deformagdes devido ao efeito de membrana da placa, incluindo o

acoplamento dos deslocamentos transversais e axiais

1.2. Relagéo Tensao - Deformagéo

Considerando-se a relacdo tensédo-deformacéo aplicada para o problema de

placas finas, resulta nas seguintes componentes de tensdes:

O = 1 (B 18 (13

5 =17 (60 +15,) (14)

O = (1+E V)& (15)
Onde:

c; Tensbes no plano perpendicular ao eixo i na dire¢éo do eixo j

E Mddulo de elasticidade longitudinal

v Coeficiente de Poisson
Aplicando as Equac®es (3) a (5) nas Equacdes (13) a (15), tem-se:

G, =0y +Gf (16)

N = aZuZWaZuZ 17)
1 ox? oy?
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Ez (o°u, &,

Gk;/y = _1—V2 ( ayz +v 6)(2 j (18)

o - FEz o, 19

= {Lrv) xdy (19)

n_ E lou 1fau, Y [ou, 1féu Y

oy = > += +V| L+ — (20)
1-v2| ox 2\ ox oy 2\ oy

. E |eu, 1fau,Y (ou 1(eu )]

G, = > +— V| —+=| —; (21)
1-v2| oy 2\ oy ox 2\ ox

=~ 1 E |ou,  0du, éu,adu,

o7 == & Xy 22)
2(1+v) oy ox  ox oy

Onde:

o, Parcela de tensées devido a flexdo da placa
c; Parcela de tensdes devido ao efeito da membrana

Nessas equac0Oes, as parcelas de tensdes cf} e o; sdo obtidas aplicando as
~ = b m ~ P
expressdoes de deformacdo ¢ e ¢ separadamente nas relagdes constitutivas

apresentadas nas Equagfes (12) a (15).

1.3. Equacéo Diferencial da Placa

A equacao diferencial da placa é derivada do equilibrio das forcas e dos
momentos atuantes num elemento infinitesimal de placa de comprimentos dx e dy,
conforme apresenta a Figura 3, submetido a um carregamento transversal

uniformemente distribuido pz.
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a..

Figura 3 — Forgas e momentos atuantes em um elemento de placa infinitesimal

Fonte: NISHAWALA (2011), adaptado

A Figura 2 ilustra as forgas cortantes (Qx e Qy) e o0s momentos fletores (Mxx,
Myy, Myy € Myx) atuantes no elemento infinitesimal da placa. Nessa etapa, por
simplicidade, as forgas de membrana (Nx, Ny, Nxy € Nyx) ndo s&o incluidas
explicitamente na deducéo, mas séo consideradas por meio de uma carga distribuida
p™, resultante das forcas de membrana geradas pela deflexdo da placa, que sera

deduzida posteriormente neste trabalho.

Aplicando o equilibrio de forcas na direcdo z e equilibrio de momentos nas

direcbes x e y chega-se a:

0Q, Q . o,
§+Ey+ P, (X y,t)+p" (X y,t)=p e (23)
oM, M,
XX + — :O 24
ox oy R (24)
oM oM
W_%_Q =0 (25)
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Onde:
P Massa especifica do material
t Tempo

Substituindo as Equacfes (24) e (25) na Equacédo (23) e considerando que

’M,  O°M,,
N gy tem-se:
oM, M, M, m o’u,
PV ayzyy—Z 8y2y+pz(x,y,t)+p (x,y,t)=p e (26)

Os momentos fletores (Mxx, Myy € Myy) podem ser determinados por:

h/2 2 2
M, = | ZO'XXdZ=—D[6 u22+vau;j 27)
-h/2 8X 8y
h/2 2 2
ou, o,
MW=_£/2ngdz=—D(8y2 +v axzj (28)
h/2 2
o°u
M, = | zo,dz=-D(1-v .
Xy F!‘/z O-XY ( )axay (29)
Em que o parametro D refere-se a rigidez de flexdo da placa:
Eh?
D=———
12(1-v*) (30)
Aplicando as equacfes apresentadas acima na Equacéao (26) obtém-se:
o'u o'u, o'u o°u
z+2 Z+ z Z=ZX’ ’t—i-mx, ,t 31

Essa equacao pode ser reescrita utilizando o operador bi harménico:

2

ou m
DV*u, +p atzz =p, (X y.t)+p"(xV,t) (32)
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1.3.1. Efeito das forcas de membrana

Nessa etapa, deduz-se uma expressao para a carga distribuida p™ a partir do
equilibrio da projecao das forgas de membrana (Nxx, Nyx, Nxy, Nyx) atuantes na placa,
como ilustra a Figura 4 (a). Para cada forca de membrana, calcula-se sua projecéo na
direcdo z, que somadas totalizam a carga distribuida p™.

.
» R y
4 aN > i ) ay
N w + _dy
. ay .
T v Dy,
N, y o Ox
N“ + aN.n’ dx
Nu' ax
T
N w
YN

(@) (b)

Figura 4 — (a) Efeito de Membrana na estrutura; (b) Elemento infinitesimal submetido a esfor¢os

normais com efeito de membrana.

Fonte: NISHAWALA (2011), adaptado

Para a forca de membrana Nxx, projecao na diregéo z, ilustrada na Figura 3 (b),

pode ser obtida por:

ou oN ou o4
—N Zdy+| N +—2dx Zy—2dx |dy=0
XX OX y ( XX X )( ox 8X2 ] y (33)

Desprezando os termos de ordem (dx?dy), simplifica-se a expresséo acima:

o°u ON._ au
N —Z2dxdy+—*—2dxdy=0 34
* ox? 4 oX  OX 4 (34)

O mesmo procedimento é realizado para as forcas Nxx € Nxy=Nyx, resultando

nas seguintes projecdes na direcéo z:

2 ON
N, oy, u; dxdy + —% o,
oy oy

dxdy =0 (35)
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2 oN
N,, Yy ey + 0 Me gy = 0 (36)
OXoy oy oy

Soma-se todas as projecdes em z dadas pelas Equacdes (34) a (36):

2 ON oN
N, ou, ou, [Ny Ny |,
Oxoy oy OX

ON OoN 2 2
ou, [ Ny My |, Nxxa—u;+N auzz
x| ox oy OX Y oy

No entanto, a partir do equilibrio das forcas de membrana atuantes nas

p" (X, y,t)dxdy = dxdy (37)

direcOes x ey, ilustradas na Figura 4 (b), obtém-se as seguintes equacdes:

oN
Pt (39)

N, N
8xy ’ 3yyy -0 (39)

Aplicando as equacdes acima, pode-se reescrever a expressao da carga
distribuida p™ obtida na Equacéo (37) como:

. o’u,
p" (X, y,t)dxdy =2N, Py

ou, ou,
XX y_'_ Nyy 6y2

dxdy + ( N J dxdy (40)

Empregando a Equacao (40) na Equacéao (31), chega-se a:

o‘u o'u  du o°u o°u o°u o°u
L+ 4+ —= |+ L=p,(XVY,t)+2N, £+ N, —~+N : 41
( ax4 6X28y2 ax4 j p atZ p ( y ) Yy axay aXZ yy ayZ ( )

As forgcas de membrana sao formuladas em termos de tensodes por:

h/2

Ny = [ ondz=0,h (42)

“h/2

hy/2

N, = I o,dz=0,h (43)
2
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h/2

Ny = [ oydz=0,h (44)

~h/2
Considerando as Equacdes (42) a (44), a Equacéo (41) é reescrita como:

o°u o°u o°u o°u
DV*u, + z=p (x,v,t)+2hc" Z +ho™ —2 m z 45
z p 8’[ pz( y ) ny axay ) ( )

XX 8X2 GW ayZ

2

Observa-se que na Equacéo (45) séo utilizadas as tensdes provenientes do
esforco da membrana, visto que as tensdes de flexdo séo ja calculadas com base nas
Equacdes (17) a (19). Considere que as tensdes podem ser expressas com base na
funcéo de Airy, dada por ¢

¢ o’¢ o’¢

= N :_’ X = — 46
MNP AP %y = oxoy (46)

Entdo, aplicando essas relacbes na Equacao (45), obtém-se a primeira

equacao de von Karman:

2 2 2 2 2 2 2
L(u,.¢)= DV*u, + ph? uz_h(a p o', ¢, , 0%

o\ o oxl oy’ oxdy axay]= P.xyt) - (47)

Onde:
L Operador diferencial

A Equacéo (47) corresponde a teoria de placa com néo linearidade geométrica
derivada por von Karman. No entanto, para situacées de grandes deslocamentos, os
deslocamentos transversais podem gerar forcas de membrana significativas, sendo
entdo necessario relacionar a amplitude da deflexdo transversal com as forcas de
membrana (NISHAWALA, 2011). Para esse fim, considera-se a equacao de
compatibilidade:

o’ 0% 0%

o wo_9 Xy 48
oy ox° OXoy (48)
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Substituindo as Equacdes (3) a (5) na Equacao (48) tem-se:

(49)

e, , Oy 0%, (azuzjz o, oy,

;X + 2 - T A2 2
oy OX oxoy |\ oxoy ox° oy

Considerando que o material € linear elastico, substituindo os termos de
deformacfes e aplicando as relacdes da tensdo de Airy presentes na Equacao (46)

na Equacao (49), chega-se a segunda equacao de von Karman:

ot ) o, o
V4 =E z _ z z
¢ [(8x8y} ox? 8y2] (50)

As Equacdes (47) e (50) constituem um sistema de equagéo diferenciais ndo
lineares e correspondem as equacdes governantes de placas submetidas a um
carregamento p(t) considerando grandes deslocamentos.
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2. CARGA EXPLOSIVA

2.1. Definicao de Exploséao

O fendbmeno da explosao é caracterizado por uma brusca liberacédo de energia,
a partir de uma fonte explosiva, que modifica repentinamente o ambiente.
Normalmente, as velocidades da frente de onda da explosdo sdo supersonicas,
acarretando uma abrupta variacdo de pressdo do ambiente, seguindo-se pelo efeito
de esmagamento da sobrepressdo da explosdo (KINNEY & GRAHAM, 1985;
NEEDHAM, 2010; RIGBY, 2014).

Durante o instante que ocorre a combustédo dos componentes, a explosao pode
ser caracterizada por dois tipos, conforme a sua localizagdo no ambiente: esférica e
hemisférica. Na exploséo do tipo esférica, um elemento € detonado quando suspenso
no ar, sendo sua energia espalhada uniformemente por todo o ambiente. Ja na
explosdo hemisférica, um elemento € detonado sobre uma superficie. Vale ressaltar
que para a explosao esférica, apesar desta ocorrer suspensa no ambiente, a pressao

proveniente pode entrar em contato com um determinado anteparo (RIGBY, 2014).

A dissipacao da energia de explosdo se da normalmente por ondas de choque,
ocasionadas pela variacéo de pressao do ambiente gerando frentes de ondas. Outras
formas de dissipacdo podem ser ocasionadas, dependendo dos componentes
quimicos compostos pela fonte explosiva (NEEDHAM, 2010).

A magnitude da exploséo esta diretamente associada com a energia liberada e
€ geralmente relacionada com a medida padréao corresponde ao TNT (simétrica 2, 4,
6 - trinitrotolueno), por ser este um explosivo quimicamente puro e relativamente
seguro para calibracdo. A energia proveniente de 1 TNT corresponde a 4610
Joules/grama, também conhecido como grama padrdao TNT (KINNEY e GRAHAM,
1985).

E importante ressaltar que nem todas as explosdes tém como origem quimica
o TNT, mas sim correspondem a outros elementos quimicos e/ou misturas que
acarretam detonacdo. Desta forma, a energia liberada por estes outros elementos é

convertida em TNT. A seguir, a Tabela 1 apresenta alguns dos elementos de alta
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capacidade explosiva dos vérios apresentados por KINNEY e GRAHAM (1985), com
suas caracteristicas quimicas e sua forca explosiva em unidades de TNT.

Tabela 1 - Elementos quimicos com capacidade explosiva

Férmula Densidade (g/cm3) Explosdo (%TNT)
CHsNO2 1,13 101 ton
C3HsN309 1,59 186 ton
CsH7N3Oe 1,60 93 ton
C10H16N6019 1,63 128 ton
NePb 4,80 40 ton

Fonte: KINNEY e GRAHAM (1985), adaptado

As propriedades quimicas do explosivo estabelecem a magnitude da
intensidade de explosdo. A partir da Tabela 1, pode-se observar que muitos
componentes quimicos, devido a particularidades da estrutura molecular, possuem
capacidade destrutiva maior que o TNT, a energia explosiva de outros elementos
guimicos pode ser medida como unidades de toneladas de TNT, conforme a terceira
coluna da referida tabela. Porém, as caracteristicas de distribuicdo das ondas de
pressao é uma funcéo da localizacdo do explosivo com relagcdo ao anteparo. Ou seja,
independentemente do tipo de explosivo, sua dissipacdo de energia no ambiente tera

0 mesmo comportamento (US Department of Defense, 2008).

2.2. Formacéao das Ondas de Choque

O processo de liberagcédo da energia gera uma formacéo de onda de exploséao.
Tal onda é gerada quando a atmosfera que circunda a explosao é forcosamente
empurrada. Cada porgéo individual do pulso de explosdo move-se conforme sua
velocidade, visto que sdo dependentes do gas do entorno (densidade) e da pressao
correspondente de cada pulso. A Figura 5 apresenta o comportamento da onda de
explosdo durante sua propagacdo. A porcdo de alta pressdo move-se mais
rapidamente, como mostra a Figura 5 (a). A medida que a pressdo diminui, a frente
de onda torna-se mais inclinada, conforme apresentado na Figura 5 (b). Finalmente,
guando a maior parte da energia é dissipada, € desenvolvida uma descontinuidade de

choque explosivo, ilustrada na Figura 5 (c). Assim, observa-se que a configuracéo
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inicial da onda ndo é mantida durante sua propagacao (KINNEY & GRAHAM, 1985;
NETO, 2015).

Presséao

Diregdodaonda =~

(a) (b) (c)
Figura 5 - Comportamento da onda de explosdo durante sua propagacgao.

Fonte: KINNY & GRAHAM (1985), adaptado

Durante a propagacdo da onda de explosdo, os gases se expandem e a
pressdo no epicentro decai rapidamente em comparacdo com a atmosfera nao
perturbada. Desta forma, apds os efeitos inerciais da expansdo, ocorre uma
superexpansao e em seguida uma rarefacao no centro da explosédo, com geracao de
vacuo. Ou seja, a onda de choque é caracterizada por um aumento descontinuo na
frente de choque, chegando a uma pressdo de pico positiva seguida de um
decaimento imediato para uma fase negativa (KINNEY & GRAHAM, 1985;
NEEDHAM, 2010). A Figura 6 ilustra uma carga de pressdo de uma onda, em que
Pmax corresponde ao valor maximo de pressao da fase de sobrepressédo (ou pressao
de pico), pmin € 0 valor maximo (em maddulo) da fase de sobpressao, tq € o tempo de

duracéo da fase positiva, t, € o tempo de duragdo da fase negativa, is € o impulso
referente a fase positiva e i; € o impulso da fase negativa.
P()

(O’ pmax )

I

(t,,0) i (t,+1,.0)

t

(pmin H] 'ri )

Figura 6 - Gréfico de carga de pressao de uma onda de choque.

Fonte: RIGBY (2014), adaptado
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Na fase positiva dessa curva, ocorre a propagacao da onda de sobrepresséao,
no intervalo de tempo (tq) que se inicia com a chegada da onda de choque. No inicio
desse intervalo, ocorre a presséo de pico (pmax), definida como um salto de pressao
positiva proveniente do acionamento da combustdo dos materiais quimicos presentes
na fonte. A area da curva com relacdo ao tempo corresponde ao impulso positivo igq

(KINNEY & GRAHAM, 1985; NEEDHAM, 2010).

A fase negativa, apesar de apresentar uma pressao Pmin < Pmax, POSSUi duragao

t, <t<t, e este pmn Ocorre em um determinado tempo t, que sera explicado

posteriormente. A area da curva com relagdo ao tempo da fase negativa corresponde
ao impulso negativo i;, que em muitos casos se apresenta maior que o impulso
pOSitivo ig.

A capacidade de causar danos na estrutura também esta relacionada com o
impulso da carga de presséo. A Figura 7 ilustra duas cargas de pressao positivas, com
mesma duracdo t¢ € mesmo valor de pico pmax, Mas com taxas de decaimento
distintas. Como o impulso positivo iq da carga B € maior que o da carga A, seu impacto
€ mais significativo em uma estrutura (KINNEY & GRAHAM, 1985). Paralelamente, a
analise do impulso da carga negativa esta correlacionada com a duracdo da carga,
pressdo minima imposta e a taxa de decaimento apresentada pela carga positiva, de

forma que o comportamento da carga possa ser continuo no tempo tq.

s — N
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©
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£
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w

3 A
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3

- Tempo de duracdo da fase positiva, t, |

Figura 7 - Influéncia da taxa de decaimento

Fonte: KINNEY & GRAHAM (1985), adaptado
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2.3. Reflex&do das Ondas de Choque

Na secao anterior ressaltou-se sobre a importancia da frente de onda durante
uma detonacdo. Contudo, € importante observar que a pressao gerada pelo explosivo
é diferente da pressdo de reacdo em uma estrutura. Neste caso, a pressao a ser
adotada para o comportamento estrutural corresponde as caracteristicas de carga
refletida, que dependem das caracteristicas de onda incidente e das condicbes

ambientais.

Neste trabalho, considera-se uma explosdo com reflexdo normal ao plano,
conforme apresentado na Figura 8, visto que existem outros tipos de reflexdes das
ondas, onde podem ser verificadas com maiores detalhes em KINNEY & GRAHAM
(1985). A reflexdo normal ocorre quando o choque da explosao colide normalmente
sobre um anteparo inflexivel, de forma que a movimentacéo das particulas presentes
na onda de pressao seja interrompida abruptamente. Como consequéncia, cria-se
uma velocidade relativa entre as particulas em movimento e as ja colididas com o
plano, mesma direcdo, porém em sentido oposto, dando o efeito de uma nova frente
de choque no anteparo. Esta nova frente de choque corresponde a onda de reflexdo
(KINNEY & GRAHAM, 1985).

Velocidade incidente Velocidade refletida

Pressao incidente Presséo refletida

Temperatura incidente

\

Temperatura refletida

X

Figura 8 - Comportamento da reflexdo de onda sobre uma superficie a 90°

Fonte: KINNEY & GRAHAM (1985), adaptado

A Figura 9 apresenta esquematicamente as diversas curvas de sobrepressao
geradas por uma onda explosiva incidente que atinge um anteparo: refletida, lateral,
de estagnacao (que combina os efeitos da lateral e do vento da explosao) e de arrasto.

Os valores de sobrepressao da onda refletida podem ser calculados a partir da onda
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de incidéncia pela relacdo de Rankine—Hugoint e os procedimentos de calculo
encontram-se descritos em Kinney e Graham (1985).

Pressao

Presséo de reflexéio

Pressdo de estagnacio

Pressdo de incidéncia

Presséo de estagnacéo - |
Pressio de arrasto

Presséo de arrasto

Tempo

Figura 9 - Relacdo das pressfes de ondas com o tempo

Fonte: KINNEY & GRAHAM (1985), adaptado

Como apresentado na Figura 9, os valores utilizados em estruturas
correspondem a pressoes de reflexdo, que podem ser calculadas com base nas
pressfes de incidéncia. Considera-se que o formato da pressédo de reflexdo é o

mesmo da pressédo de incidéncia, como apresenta a Figura 10.

P(1)
3
Pruax —— |-——
pﬁ'ﬂ
I
A i
//\ 50
N -
7 1 i
— = 2>~_ i
S ===
pmin I .
L fa la |

Figura 10 - Relac&o das pressdes de incidéncia e reflexdo

Fonte: RIGBY (2014), adaptado
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Assim, os parametros necessarios para completa caracterizacdo das curvas de
pressao refletida nas fases positiva e negativa sdo os valores maximos de pressao

(Pmax, Pmin), 0S tempos de duragéo (t,e t;) e os impulsos (i,e i, ), onde estes sao
obtidos com base nos parametros de onda incidente, em que sao todos aqueles
presentes na Figura 10 com subindice ‘so’, que corresponde a ‘side-on’, comop,, i,
e i, que sdo as pressdes, impulso positivo e impulso negativo de incidéncia,

respectivamente. Esses valores dependem (parametros de reflexdo) do tipo de
exploséo (esférica ou hemisférica), da quantidade de massa do explosivo equivalente
em TNT (W+1nt) e da distédncia em escala Z (RIGBY, 2014):

R
= WEE (51)
TNT
Onde:
Z Distancia escalar de Hopkinson
R Distancia do alvo com relagéo a fonte explosiva

Wi Massa efetiva de TNT

Neste trabalho, empregou-se os dados experimentais de 4bacos apresentados
pela US Department of Defense (2008) para cargas esféricas e hemisféricas

caracterizando as fases positiva e negativa apresentados nas Figura 11 e Figura 12.

De forma a facilitar o uso desses abacos nas andlises realizadas nesse
trabalho, equacionou-se as curvas referentes as ondas refletidas por meio de um
software digitalizador (WebPlotDigitalizer) e de ajuste de curvas com a ferramenta
Excel. Além disso, observa-se que apenas trechos dos abacos originais foram

retirados para estudo, com isso, trabalhou-se nos mesmos intervalos de Rigby (2014).
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Explosdo Hemisférica
1000 ¢ ————— ———————

0.001 ] el
01 1 10

1!3}

Pressdo (MPa), Impulso (MPa.ms/kg"™ ), Tempo (msikg')

Distancia em escala Z (m/ kg
Figura 11 — Parametros da carga explosiva hemisférica

Fonte: RIGBY (2014), adaptado

Explosdo Esférica
1000 g —— —

100 E

—
=
T T T

=
-

0.01¢

0.0Mm e e
0.1 1 10

19’3}

Pressdo (MPa), Impulse (MPa.ms/kg'™), Tempo (ms/kg!™)

Distancia em escala Z ( m{ kg
Figura 12 — Parametros da carga explosiva esférica

Fonte: RIGBY (2014), adaptado

As Equac0es (52) a (56) apresentam as expressdes obtidas para os parametros
da explosdo hemisférica, enquanto as Equacbes (57) a (61) apresentam o0s
parametros da explosdo esférica. Do primeiro conjunto, as Equacdes (55) e (56) sao
referentes a pressdo minima e ao impulso negativo, propostas por Rigby (2013) a

partir dos abacos apresentados pelas Figura 11 e Figura 12. Em todas as equacgdes
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apresentadas, o coeficiente de regresséo linear obtido foi superior a 0.99, indicando

uma boa qualidade da linha de tendéncia escolhida.

26.303Z 7% 0.07071< Z <0.1895
13.0152 %" | 0.1895< Z <0.48735
8.17 2% ,0.48735< Z <1.096
8.0956Z 2°*® 1.096 < Z <2.418
494197 %% 2.418<7<5.442
0.8645Z " 5442<7

Prnax (Z) = (MPa)

2.2064Z° —0. Z?
06 0.3363 j ,0.20993 < Z <1.0355

—0.5644Z +0.3756

8.23957° —34.896Z2
t,(Z) =Wy < +48.909Z —20.496
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—0.2695Z° + 2.3907zzj

kg1/3
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0.4352Z 1% 0.0717 < Z <0.1985
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0.78052 % ,Z >1.2895 ’

101 ,0.071<Z<0.668

b (2)- -32.97%+13Z +106 ,0.668<Z <1.27 (P2)
m 937 1% ,1.27<2<2.78
7327098 ,2.78<7Z <37.6

—7247% + 4457 +553 ,0.071< Z <0.580
11.47%-315Z +752 ,0.580<Z <1.19

iy (Z) =W (kPa.ms)
4627 0% ,1.19<Z7 <5.25

4347 70%% ,9.25<Z <37.6
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24.9747 7% 0.07457 < Z <0.22794

7.6735Z 7%t | 0.22794 < Z <0.62306

Do (Z) =14.8029Z %% | 0.62306 < Z <3.0697 (MPa) (57)
1.99417 2% 3.0697 < Z < 6.06257

0.6288Z2 %% | 0.62306< Z

—4.2668Z° 1. Z?
668 9736 ] ,0.2210<Z2 <£0.7790

+0.132Z +0.2145

7.5882Z°-29.13Z7
t,(Z) =W, 1 +36.646Z —13.319
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~0.205Z% +1.5627Z 2]
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0.4716Z7'%* ,Z >2.1275 J
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2.4. Equacgéo da Carga Dinamica

Véarios estudos foram realizados apresentando diversas formulacdes e
calibracbes do comportamento das fases positiva e negativa da curva de pressao a
partir de métodos empiricos e semi-empiricos. A Figura 13 apresenta algumas dessas
propostas: aproximacéo linear, Friedlander estendido, Friedlander & Teich estendido,

cubica negativa.

= = = | inear com bilinear na fase negativa
—— Clubica negativa
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Figura 13 — Fases positiva e negativa normalizadas, comparacéo entre métodos

Fonte: Adaptado (RIGBY, 2014)

No presente trabalho, em consenso com a literatura, adotou-se a equacao de
Friedlander para a fase positiva (t < tg). Para a fase negativa (t, <t <t, +t, ), adotou-
se a curva cubica, em consonéancia com os estudos de validacdo experimental

realizados por Rigby (2013) que concluiu que a curva cubica é a mais apropriada.

Assim, a carga de explosédo P(t) é dada por:

t _at
P (1——Je td <ty

d
2
6.75(t —t t—t
P(t) = —pmm( E d)j(l—( t“)] b <t<t, +tg (62)
d d
0 >t +tg
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Onde:
P(t) Equacdo do carregamento dindmico de explosdo

A equacédo de carregamento da fase positiva € um decaimento exponencial
dependente explicitamente de trés variaveis: pressdo maxima positiva (pmax), tempo
de duragdo da fase positiva (tg) e taxa de decaimento da explosdo (a’). Esse

coeficiente pode ser relacionado com o impulso positivo (i), conforme a equacao:

4 _at
} =tf P (kl}e “di= s (amire ) (63)
0

d (")

Desse modo, conhecidos os parametros do carregamento, o coeficiente a’pode
ser determinado pela resolucdo da equacdo ndo linear. No presente trabalho,

empregou-se o método de Newton-Raphson.

A equacdo de carregamento cUbica da fase negativa foi proposta por

Granstrom (1956) e foi construida impondo as condi¢cdes de inicio emt =t,, término

em t =t, +t; e valor maximo emt =t +(td‘/3), como expresso na Equacéo (64):

P(ty)=0

t-
Plt,+< |=—p,,
(d+3J pmm

P(t,+t;)=0 (64)

d Pl t, +ti =0
dt 3
O impulso negativo pode entao ser expresso por

i— — 9 pmint;
© 16 (65)

Levando a uma relacédo adimensional k~ constante:

kK =—4 _ _05625 (66)

pmintd
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Assim, a equacdo cubica depende de apenas dois parametros caracteristicos
da fase negativa, sendo que nesse trabalho adotou-se a pressdo maxima negativa

(pmin) € 0 impulso negativo (i;) como valores de entrada. Portanto, o tempo de

duracdo da fase negativa € calculado a partir da Equacao (66).

Segundo GRANSTROM (1956), a equacéo cubica pode ser considerada valida
para Z > 5 m/kg'?® ja que, para esse caso, os valores do parametro k- se aproximam a

0.5625, como pode ser visto na Tabela 2.

De acordo com GRANSTROM (1956), é importante lembrar que as curvas de
pressao da fase positiva e negativa (Friendlander e cubica, respectivamente) foram
concebidas separadamente e devem ser calibradas com parametros inerentes de
cada fase do carregamento. Além disso, a equacéao do carregamento na Equacao (45)
nao impde continuidade na derivada no tempo, apesar deste ser observado

experimentalmente.

Tabela 2 - Caracteristicas de explosao esférica

Z(m/kg™®)  ty(ms)  ti(ms) k' k-
0.1500 00550 83500 11900 05800
0.2000 00600 85200 10800 05700
0.3000 00700 87600 09000 05300
0.5000 0000  9.2400 06900  0.4500
0.7000 0500  9.6800 05800  0.3800
1.0000 0.3900 101200 03300  0.3700
1.5000 0.9500 104700 02900  0.4200
2.0000 14500 106300 03500  0.4800
3.0000 2.2000 10.7900 0.4200 0.5300
5.0000 3.1000 10.9000 0.4700 0.5625
7.0000 3.5500 10.9900 0.4800 0.5625
10.0000 4.0000 11.1000 0.4800 0.5625
20.0000 4.9400 11.1000 0.4900 0.5625
50.0000 6.1200 11.1000 0.4900 0.5625

100.0000 6.8900 11.1000 0.5000 0.5625
200.0000 7.4400 11.1000 0.5000 0.5625

Fonte: GRANSTROM (1956), adaptado
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3. ANALISE DINAMICA DAS PLACAS

A seguir, sdo abordadas as solu¢cdes analiticas referentes a andlise dinamica
das placas submetidas a carga de explosdo. Apresenta-se o comportamento da
estrutura demonstrando as formulagdes néo lineares de dinamica de placas (esforcos
de flexdo e membrana) com base também na teoria de placas de Kirchhoff, conforme

apresentada no Capitulo 1, e teoria dos grandes deslocamentos de von Karman.

A solucéo das equacdes de dinamica tem por base duas séries trigonomeétricas
de Navier, uma para cada tipo de apoio, conforme propde YAMAKI (1961) e
FELDGUN (2016). Com relagéao ao procedimento de solucdo da placa referente aos
grandes deslocamentos, séo utilizadas as equacdes de von Karman, Equacdes (47)
e (50), onde é considerado o efeito de membrana na estrutura. Com relacdo a analise
da dindmica de placa somente com os esfor¢os a flexdo, como proposto por GUPTA
(1987), estes estfo presentes no APENDICE A. Contudo, é adicionado a solucéo de
GUPTA (1987) a formulacdo de placas quando submetidas ao carregamento de

pressdo negativa e vibracao livre.

Para se determinar as equacdes dinamicas, tem-se por base a utilizacdo do
método de Galerkin nas equacfes de von Karman, expressas de acordo com as trés
variaveis de deslocamentos presentes, governando as duas equacdes de grandes
deslocamentos, de forma a acompanhar o comportamento da placa em deslocamento
e tensdes. Estes dois métodos destacam-se por serem baseados nos conceitos das
equacdes de Euler - Lagrange (VENDHAN et al, 1974).

3.1. Condicao de Contorno: Simplesmente apoiado em todas as arestas

3.1.1. Funcoes de Airy

O campo de deslocamentos utilizado para determinar a amplitude da placa e
suas tensdes tém por base a consideragéo do primeiro harménico, como sugerido por
YAMAKI (1961), presente na série de Navier.
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u, = Att)w (x, y) (67)
w(xy)= cos(%xj cos[%yj (68)
Onde:

4 Coeficiente trigonométrico do deslocamento da placa

Empregando a técnica de solucdo de Ritz-Galerkin, com base no principio de

Hamilton, para as Equacdes (47) e (68), a equacdo de movimento da placa é dada:
al2 b/2

j L(w,¢)w (x y)dxdy =0 (69)

—-al2-b/2

Aplicando a Equacgéao (68) na Equacéo (69), reescreve-se a expressao como:
al2 b/2

j L (w,¢)cos (%Xj Cos (%yj dxdy =0 (70)

—-al2-b/2

De acordo com a primeira expressao de von Karman, Equacdo (47),
substituindo-a na Equacao (70) e realizando simplificacdes, € possivel encontrar a

equacdo diferencial, correspondente a equacéo dinamica:

d?A(t)

7 K,A®) + K, [ADT =F (1) (71)
Onde:

K, Coeficiente linear relacionado ao esforco de flexao
K, Coeficiente n&o linear relacionado ao esfor¢co da membrana

F(t) Carga dinamica uniformemente distribuida na placa

Os parametros acima contemplados, Ki e Kz, sdo caracteristicos das parcelas
lineares e néo lineares, respectivamente, presentes na Equacao (71). Para determina-

los, é necessério utilizar a funcdo de Airy, apresentada na Equacéo (50). O processo
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de demonstracao da solugao particular da equacéo de Airy, para condicdo de apoio
simplesmente apoiado em todas as faces, se faz necessario do conhecimento da
Equacédo (50). Sabendo que YAMAKI (1961) aborda a Equacéo (68) como equacao

do deslocamento vertical, aplicando-a na equacao de von Karman, tem-se:

Vig— El(az(hA(t)W(w))Jz 2 (PA)y (x.Y)) @z(hA(t)W(X,y))}
B X0y X2 oy’

V4¢=|:A(t)]2 Eh? [(&lg)fa);y)]z _52!//85()2(1 y) azl//agl)z(, Y)]

Vig= E [A((;Z)]; i [sin2 (%stinz (%yj —cos’ [%Xj cos’ (%yﬂ (72)

A Equacéao (72) pode ser reescrita como:

Vig=- = [A(t)]z i {cos (m] +C0S (?ﬂ (73)

2(ab)2 a

Observa-se que a Equacdo (73) corresponde a uma equacdo diferencial
ordinaria, onde possui uma solucdo homogénea e um particular. A seguir, apresenta-

se a solucéo particular de tal equacao:
, 2 27X 2wy
¢, =En*[A(t)] | 4cos = | Aecos| == (74)

Aplicando a Equacéo (74) na Equacéo (73), encontra-se:

.. E[AM)] 7*h*[320? 27x) 322 27y
Vig = 2(ab)2 [az @cos[T} o’ /lzcos(Tﬂ (75)

Igualando as Equacdes (73) e (75), determina-se 0s parametros A1 e Az:

a? P b? 1
=——, = — = — 76
32b? 32 & 32a’ 323° (76)
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Aplicando os coeficientes, Equacdo (76), na Equacgao (75), encontra-se a

solugéo particular da funcéo de Airy para o caso de apoio simples:

&, :——E[A(t)]zh [a“ cos(%}b“ cos(%yﬂ (77)

32(ab) a
Onde:
& Solucéo particular da funcao de Airy

A solucdo homogénea da equacao diferencial da fungéo de Airy € proposta por

YAMAKI (1957), onde o autor aborda a respeito do efeito de membrana:

A, {Q(ﬂjcosh(zn”yj— 2nzy ‘P[EJsinh(znﬁyﬂ cos(znm(}+
¢ =ER’Y d 2 NG : : (78)
’ N 2nzx ) 2nzX . 2n7TX 2nzy
) (nﬂ)cosh( j— ‘P(nﬁ)smh(Tj cos( - j

Em que:

_sinh(yz )+ yzcosh(yz) sinh ()

Q - y \P =
(7) sinh (yr)cosh (yz)+yr (7) sinh (yr)cosh (yz)+yr
Onde:
& Solugdo homogénea da funcédo de Airy

A.,B, Coeficientes da solugdo homogénea da funcéo de Airy

A demonstragdo da Equacéo (78) esta contemplada no ANEXO B, visto que

corresponde a uma solucao extensa.

Com base nas solugdes particular e homogénea da funcao de Airy, Equacdes
(77) e (78), a expressdo completa que representa a funcéo de Airy pode ser reescrita:

AOT(1 ., 1. o o
¢{#} (E pxy2+5pyX2+EhZZZ<I)qu2pY2q) (79)

p=0 q=0
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Em que:

Dy g =P TP 0
80
X2 :cos(@) Y —cos(%) (80)
a

> 129

Onde:

Py |ley Coeficientes adimensionais da solugdo homogénea da fungéo de Airy

Ppq Coeficiente da série de Fourier para a solugdo particular da fungéo de Airy

.4 Coeficiente da série de Fourier para a solugdo homogénea da funcéo de Airy
De forma a determinar os parametros apresentados pela Equacédo (78), €
necessario conhecer as condicfes de tensdes referentes a membrana, conforme
afirmado por YAMAKI (1961). Desta forma, o sistema pode ser classificado em
deslocavel (movable), indeslocavel (immovable) ou livre de tensdes (stress free). As

3 condigdes mencionadas podem ser escritas em fungdo da equagéo de Airy:

Tabela 3 - Especificacdes das condi¢des de tensdes da membrana

Caso x=+al2 y=+b/2
Livre de tensées =0, =0 G =0, =0
Indeslocavel U, =g, =0 u, =¢, =0
Deslocavel P =¢,=0 P,=¢, =0

Onde:
P Resultante das forgas atuantes no eixo i

As trés condicBes de tensbes apresentadas pela Tabela 3 sdo diretamente
relacionadas a forma que a membrana sera solicitada. A primeira delas, livre de
tensdes, apresenta as tensdes zeradas nos bordos e os deslocamentos horizontais
de cada eixo livre, isto é, cada elemento dx e dy presente nos bordos pode se

movimentar de forma independente. O segundo caso, indeslocaveis, apresenta as
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tensbes de cisalhamento nulas e os deslocamentos nos eixos também nulos,
caracterizando assim um apoio do segundo género. Finalmente, o terceiro caso,
deslocéavel, pelo deslocamento ao longo da espessura ser constante. Neste caso, 0s
bordos sdo mantidos alinhados através de uma distribuicdo normal de tensdes
(YAMAKI, 1961). Vale ressaltar que para todos os casos, como esta sendo utilizada a
teoria de placas finas de Kirchhoff, por definicdo o cisalhamento é nulo.

A seguir, sdo apresentadas as demonstracdes de determinacdo dos
parametros presentes na Equacdo (79), com base nas condicdes de tensdes

contempladas pela Tabela 3.

e Caso I: Sistema livre de tensdes

E valido ressaltar que para este tipo de condi¢des de contorno (apoio simples),

o cisalhamento nos bordos € nulo, desta forma, pode-se afirmar que:

¢,yy = ¢O,yy +¢1,yy = O
(81)

Considerando o conceito introduzido pela Equacédo (81), j& apresentado pela
Tabela 3, determina-se o sistema de equagdes que determina os coeficientes An € Bn

apresentados pela solugdo homogénea da equacéo de Airy, conforme a Equacéo (82).

B
A1+Z(_1) m77 mﬂ n _nzz ¢n,q

m=1

B, +2(—1)m Ann(m, nj = —,BZnZZ(—l)p Py

(82)

Com base no artigo de YAMAKI (1961), utilizado por FELDGUN (2016), é

possivel reescrever a Equacao (78), com base em um somatorio:

“Jo )

=Eh*> > 0., cos(zz
pq
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Onde:

tglrelgrwn]

Em que:

o(y) sinh? ()

)= sinh(y)cosh(y)+y

E valido ressaltar que a Equacdo (85) corresponde somente & parcela
homogénea da expressao geral da funcdo de Airy, conforme apresentado pela
Equacdo (79). De forma complementar, o coeficiente da série de Fourier que

corresponde a solucdo completa da funcédo de Airy, ®_ _, também contempla as

p.q?
parcelas homogénea e particular, como informado pela Equacéo (80). Desta forma,
esta parcela homogénea é formulada com base na Equacéo (84).

Considera-se ainda que os parametros presentes da Equacdo (84) devem

respeitar as seguintes condicoes:

p.a={PAgeN/(pva=0=5,ve=1/2)A(pva=0=5,ve,=1)]

m,n, p,q:{(p/\q/\n/\m)eN/(ApZAj)/\(Bq:Bn)}

Ou seja, os parametros p e g devem pertencer ao conjunto dos nameros
naturais, de forma que ambos ndo podem ser zero ao mesmo tempo. Caso p ou g seja
zero, entao & = %2 ou &q = Y2, respectivamente. Caso contrario, & ou & seja diferente

de zero, o valor de p ou q sera 1, respectivamente.

Com relacdo a segunda condicdo, os parametros m, n, p e q devem pertencer
ao conjunto dos numeros reais, de forma que a solucédo da Equacéo (82) deve ser
aplicada nos parametros Ap e Bq da Equacéo (84).

Desta forma, para o Caso |, os coeficientes séo calculados Ap e Bq com base
nas derivadas da funcdo de Airy, apresentadas pela Equacao (82). Esta mesma
equacao corresponde a uma matriz quadrada de equacdes lineares, de forma que

esta pode ser expandida tantas vezes necessario conforme m. Com isso, quanto
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maior o numero de termos, maior a precisdo que sera de Ap, e Bq. Contudo, este

processo acarreta maiores dificuldades na manipulagao das equacdes.

Com os coeficientes An e Bn determinados, o processo de solugéo de px e py
torna-se mais facil, visto que o nimero de incognitas diminui. Desta forma, verifica-se

que 0s parametros px e py Sao zero.

E valido ressaltar que as demonstracbes das Equacdes (82) e (84) sio
apresentadas no APENDICE C.

e Caso llI: Sistema indeslocavel

A solucdo do caso indeslocavel utiliza a expressdo completa da equacao de
Airy (solucdo homogénea mais a particular). Com base nisso, para todo e qualquer
caso especificado, deve-se obedecer as condi¢cdes de tensdo apresentadas pela

Tabela 3. Ou seja, para o caso indeslocavel, as condi¢des sdo dadas por:

__0¢

¢,Xy x=tal2 5X8y x=ta/2 (85)
__0p

Py y=tbi2 OXOY |,/ )

Apbs a determinacgao das quatro expressdes derivadas, verifica-se que aquelas
avaliadasem x=a/2 e x =-a/ 2 apresentam o mesmo resultado e 0 mesmo é valido
paray=b/2ey=-b/2. Destaforma, aponta-se duas equacdes com duas incognitas,

An e Bn. Resolvendo este sistema, € possivel determinar que:
A =0,B =0 (87)
Desta forma, conclui-se que o tipo de condicdo de contorno indeslocavel

independe da parcela homogénea da equacgéo de Airy.

Para determinagé&o dos coeficientes px e py presentes na Equacéo (79) utiliza-
se por base o conceito também apresentado pela Tabela 3 que corresponde aos

deslocamentos. YAMAKI (1961) apresenta que tais deslocamentos sdo pertinentes
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com as tensdes de Airy e podem ser aplicados diretamente na integral que relaciona
deslocamentos e deformagdes:

(1&g %) _1fau, )

uX_!E(E}yZ Vaxzj 2(ax2j o (88)
t1(&g ) 1fau, )

uy_}[E(axz Vayzj 2[@2] dy (89)

Considerando as condicbes de tensbes de membrana apresentadas pela
Tabela 3, onde o cisalhamento é nulo nos bordos, verifica-se que para o caso
indeslocavel os coeficientes An e Bn sdo zero. Com isto, aplicando a solucdo da
expressao de Airy, Equacéo (79), e a expressao referente a condicdo de contorno de

apoio simples, Equacao (67), nas Equactes (88) e (89), é possivel encontrar que:

. 7°EN’ ( By +1)

P e (1) ©0)
- 7*Eh’ (,BZ +V)

Py =g [—7) (91)

Onde px e p’y séo os parametros da Equacao (79) para o caso indeslocavel.

e Caso lll: Sistema deslocavel

Caso em gue a resultante das forcas nas direcdes de caixa eixo no plano da
placa zero, tensdes cisalhantes da membrana séo nulas e o deslocamento dos apoios
nas duas direcfes séo constantes, ou seja, 0s apoios se deslocam uniformemente. O
procedimento de calculo é bastante parecido com o Caso Il, com excecdo para a

aplicacao da carga nas direcdes x e y.

Aplica-se a segunda derivada em x e depois em y na parcela homogénea da
funcdo Airy, Equacado (80), conforme apresenta na Tabela 3. A partir disso, para

ambos 0s casos, avalia-se separadamente as equacgdes resultantesemx=+a/2e
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emy==b/2. Damesma forma que o Caso Il, encontram-se duas equac¢des e duas

incognitas. Solucionando o sistema de equacdes, verifica-se que An e Bn sdo zero.

Com os coeficientes An e Bn determinados, o processo de solucdo de px e py
torna-se mais facil, visto que o nimero de incégnitas diminui. De acordo com a Tabela
3, a solugéo do caso deslocavel &€ dado com base na carga aplicada, ou seja, Px e Py,

que S80 expressos como:

b/2

P=h [ ¢,dy (92)

—b/2

al2

P,=h | 4,dx (93)

-al2

Para as expressdes encontradas a partir das Equacdes (92) e (93), substituindo
An e Bn por zero e resolvendo paray =+ b /2 e em x =+ a/ 2, respectivamente,

encontra-se que:
p,=p,=0 (94)

Com isso, avalia-se que o caso deslocavel é dependente somente da solucao

particular da funcéao de Airy.
e Resumo dos Parametros da Funcgao de Airy

Com todos os casos calculados e definidos, a seguir € apresentada uma tabela
com um resumo dos resultados obtidos com base nas condicbes de tenséo da

membrana, conforme proposto por YAMAKI (1961).

Desta forma, € possivel determinar a expressédo da funcdo de Airy para cada

caso apresentado, utilizando os parametros da Tabela 4 na Equacgéo (79).
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Tabela 4 - Coeficientes dos casos de condicdes de tensdo da membrana

Caso P, p;, D,
Livre de tensdes 0 0 Dy =Ppq+Ppq
, 7EN ( By +1) TEN (7 +v)
Indeslocavel 82 (l— vz) 82 (1_ vz) Dy =00
Deslocavel 0 0 DPpq =P

3.1.2. Parametros K1 e K3

Como abordado anteriormente, os parametros Ki e Kz sdo aqueles presentes
na equacao diferencial dinamica, Equacao (71), e que sao definidos como a parcela
linear referente ao esforco de flexdo e a parcela ndo linear referente ao esforco de
membrana, respectivamente. Tais parametros podem ser determinados com base nas
expressdes de energia de flexdo e de membrana, indicados por TIMOSHENKO
(1959), e relativizados pelo coeficiente da segunda derivada de tal EDO, conforme
sugerido por FELDGUN (2016). O segundo processo, como sugerido por YAMAKI
(1961), corresponde em utilizar o método de Galerkin e expandir a Equacao (69),

conforme apresentado pelo item 3.1.1.

A seguir, sdo apresentadas as demonstracdes e expressdes dos parametros
K1 e Kz, conforme o método da energia e, de acordo com o caso, conforme o método

de Galerkin.

e Parametro Kz

De acordo com o método da energia, a energia de placa, como tratada por
TIMOSHENKO (1959) é dada pela Equacéo (95).
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{8zuz(x,y)+82uz(x,y)}2_
al2 b2 OX? 8y2
u, -2 [ ] -~ (dxdy (95)
2 2bio 2(1-v) o°u, (x,y) 8%, (xy) (0%, (xY)
ox? oy? OXoy

Onde:
U, Energia de deformacéo a flexao

Aplicando a condicdo de contorno de simplesmente apoiada, Equacdes (67) e

(68), aplicando-as na Equacéo (95), tem-se:

#*D[A®T (42 +1)
U, =
80°8° (1-v%)

(96)

Para determinar o parametro Ki, deve-se calcular a energia cinética da

estrutura, conforme apresentado por FELDGUN (2016), ou seja:

hi2 al2 bl2 2 2
K =1P J. I J. (duzj dxdydz=—abh'0 (—dA(t)j (97)
2 ~h/2-al2-b/2 dt 8 dt

Finalmente, para determinacdo do parametro K1, basta-se dividir a expressao
da Equacao (96) pelo resultado presente na Equacgéo (97). Desta forma, tem-se:

_7z4D(ﬁ2+1)2

K, = (98)

a‘hp

A Equacéao (98) também é obtida a partir do método de Galerkin.
e Parametro Kz — Caso I: Sistema livre de tensdes

O primeiro caso a ser estudado corresponde a condi¢ao de tensao referente a
livre de tensdes. Para este, os dois métodos sdo apresentados, ou seja, 0 processo

da energia e o método de Galerkin, respectivamente.
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Considerando as equac¢des de deformacado da estrutura, Equacdes (10) a (12),
e aplicando as expressoes, ux e uy, Equacgdes (88) e (89), obtém-se, portanto, as trés
equacles que correspondem as deformacdes da membrana. Tais expressdes Sao
aplicadas na equacdo de energia da membrana, conforme apresentado por
TIMOSHENKO (1959):

Eh 22 b2 2 2 oom 1 n \2
=gy [ ) w2t (e oo ©

—-al2-b/2

Onde:
U, Energia de deformacdo da membrana

Conforme observado nas expressdes de deformacédo da membrana, Equacdes
(10) a (12), estas sdo diretamente dependentes dos parametros ux, Uy € Uz Tais
deslocamentos sdo contemplados nas Equacdes (88), (89) e (67), respectivamente. E
importante ressaltar que as expressdes dos deslocamentos sdo dependentes da
funcdo de Airy, contemplada pela Equacao (79). Desta forma, substituindo todos os
parametros, € possivel determinar as deformacdes de membrana em funcdo das

caracteristicas fisicas e geométricas da estrutura.

Para calcular o parametro Kz, o processo de determinacdo pelo método da
energia é o mesmo que o abordado para o parametro Ki, com a diferenca que neste
caso é utilizada a Equacéao (99). Desta forma, aplica-se esta equacéao e divide-a pela
solucédo da Equacédo (97). Contudo, a boa convergéncia do resultado da energia de
membrana depende diretamente do niumero de termos a serem inseridos na Equacao
(82). Quando maior for a extensdo da série de Fourier, melhor a convergéncia da

funcao de Airy e, consequentemente, da energia associada.

O processo de demonstracdo é complexo e extenso, o que se faz necessario
de um software algébrico para realiza-lo. Como forma de exemplificar, para o
resultado para Kz pelo método da energia, com parametros de p e q sendo iguais a 1,

tem-se a Equacao (100).
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320, 8° (96, ,v + 96D, +7°+6)+ ]|
E 320, 3% (96D, ;v + 96D, + 77 +6) +
3 =
48a"f° (1+v) p| p* (61440, @, + 7° +6) +
5127°07% f° +5127°07%,

(100)

Observa-se a partir da Equacéo (100) apresentada que com apenas 1 termo a
expressao torna-se extensa. Vale ressaltar que, de acordo com YAMAKI (1961), as

expressdes como ¢,,€e ¢,, séo consideradas nulas.

Mais uma ressalva deve ser dada a respeito da Equacdo (100). A variavel @,

abordada acima é a soma da solucdo particular com a homogénea da equacéo de
Airy. Contudo, apesar dos coeficientes p e q serem adotados de 0 a 1, o somatorio é
referente a Equacao (82). Ou seja, verificando esta equacéo, é possivel observar que
considerando numero de termos baixos, como n, m =1 ou 2, por exemplo, os valores
de An e By séo carregados de erros relativos. A medida que o nimero de termos n e
m aumentam, os valores de A, e Bn aproximam-se assintoticamente dos valores reais.
Isso significa que, mesmo que o numero de termos de n e m tende ao infinito, a
solucéo particular usa apenas o primeiro termo de cada um (A1 e B1) com valores
consistentes, contudo com maior precisao. Ao contrario do que seria paran, m =1 ou
2, o resultado da solucéo particular de Airy carregaria erros referentes a um sistema

de matriz quadrada de baixa ordem, como 1x1 ou 2x2 por exemplo.

O método de Galerkin, adotado por YAMAKI (1961), exige que se conheca a
funcdo de Airy da estrutura, Equacao (79), bem como a equacgéo de deslocamento
vertical, Equacéao (68). Utilizando a 12 equacao de von Karman e aplicando estas trés

expressdes na Equacao (69), encontra-se o coeficiente ndo linear Ka:

‘ _ 27*EN? 87 (D, + D)

101
3 aep ( )

O processo realizado com o método de Galerkin corresponde essencialmente
na aproximacao da solugcao por uma funcédo conhecida, convertendo o processo em

uma formulacgéo fraca.
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Como abordado acima, observou-se que a solu¢cdo homogénea da funcéo de Airy é
formada a partir de um somatorio, Equacao (82), fazendo com que o resultado da
energia da estrutura se modifique conforme o nimero de termos presentes para An €
Bn, verificando-se uma diferenca entre os resultados obtidos pelo método de
Galerkin e pelo método da conservacao da energia, conforme pode ser observado

na

Figura 14.

Erro relativo (K3-K39)IK3$I

OTT T

DB oW N =

= - )

Figura 14 - Erro relativo: Métodos da energia e Galerkin — Simplesmente apoiado, caso Livre de

tensdes

K3 Energia vs. Galerkin

40

Energia n=1
Energian=2 | |
Energia n=3
Energia n=4
Energian=5 | 1
Galerkin

K, o b¥EN) [1157]

Figura 15 — Variagdo adimensional do comportamento do pardmetro Ks: Comparacao entre os
métodos da energia e Galerkin — Simplesmente apoiado, caso Livre de tensbes
Contudo, o processo de Galerkin, que também & um processo aproximado,
pode ser adotado para uma metodologia mais rapida e préatica. Entretanto, néo

apresenta os termos quadraticos que sédo contemplados pelo método da energia. Na
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Figura 15, compara-se as curvas apresentadas entre o método de energia, para
quantidades variadas de termos, e o0 método de Galerkin.

e Parametro K3 — Caso ll: Sistema indeslocavel

O processo de demonstracdo do parametro Kz relacionado ao sistema
indeslocavel é exatamente o mesmo do sistema livre de tensdes. A diferenca se da
com relacdo a funcéo de Airy, que de acordo com a Tabela 4 é dada por contemplar
somente a parcela da solucdo particular de Airy, além dos fatores p% e p). Desta
forma, aplicando os parametros apresentados por esta mesma tabela na Equacéo
(79), tem-se:

27 2\,,2 2 27
E[A(t)]2 —az(l—vz)[(lﬂ/ﬂ )y +(ﬂ +v)x ]
p=——"1 (102)

% {,82 cos(@]+izcos(mﬂ
a p b

Utilizando-se o método de Galerkin, aplicando a Equacao (102) na 12 equacédo
de von Karman e substituindo-a na Equacdo (69), considerando o parametro
trigonométrico como apoio simples, reorganizando a equacéao diferencial, € possivel

determinar Ks:

‘ 7*ER? [(ﬂ“ +1) (v -3)v* —4/32\/}
16a‘p(1-v?)

(103)

Pelo método da energia, é possivel determinar o mesmo resultado expresso
pela Equacéao (103). Para isto, aplica-se a expresséao de Airy, Equacéo (102), nas duas
equacdes de deslocamentos uy e uy, Equacdes (88) e (89). Com isso, substitui-se os
resultados nas expressdes de deformacdes de membrana, Equacdes (10) a (12). Com
base nos resultados de deformacdes, aplica-os na expressdo da energia de
membrana, Equacdo (99). Finalmente, o parametro Kz é determinado dividindo a

energia da membrana pela energia cinética da estrutura, Equagéo (97).
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e Parametro K3 — Caso lll: Sistema deslocavel

O processo de demonstracao da energia Kz relacionado ao sistema deslocével
€ exatamente o mesmo que o sistema indeslocével. A diferenca se da com relacéo a
funcd@o de Airy, que de acordo com a Tabela 4 é dada por contemplar somente a
parcela da solucdo particular de Airy. Desta forma, aplicando os parametros

apresentados por esta mesma tabela na Equacéo (79), tem-se:

32 A b

Utilizando-se o método de Galerkin, aplicando a Equacao (104) na 12 equacédo
de von Karman e substituindo-a na Equacdo (69), considerando o parametro
trigonométrico como apoio simples, reorganizando a equacéao diferencial, é possivel

determinar Ks:

B 7'En’ (p* +1)

105
16a‘p (105)

3

Pelo método da energia, é possivel determinar 0 mesmo resultado expresso
pela Equacdo (105). O processo é exatamente igual ao abordado no caso
indeslocavel, contudo é valido ressaltar que para o caso deslocavel é utilizada a

expressao de Airy apresentada pela Equacédo (104).
e Resumo dos parametros Ki e Kz

Conforme apresentado acima, foram demonstradas as expressdes Ki e Ks,
correspondentes as parcelas linear e nao linear da equacédo diferencial dinamica,
respectivamente. Tais parametros foram encontrados com base nos métodos da
energia e de Galerkin. Para este trabalho, é adotado as solugfes fornecidas pelo
método de Galerkin, com base nos estudos realizados por YAMAKI (1961). Com isso,

a seguir é apresentada a tabela com os parametros a serem utilizados:
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Tabela 5 - Parametros K; e Kz

Caso K3 K1

‘ _ 27°EN? B2 (@y, + D)

Livre de tensodes 3 5
ap

_;r“EhZ[(ﬂul)(vz—3)v2—4ﬂ2v} ) _”4D(ﬂ2+1)2

Indeslocavel K, =
: 16a4p(1—v2) 1 a‘hp
b2 [ pb
7"Eh +1
Deslocavel 3= #)
16a"p

Conforme YAMAKI (1961), pode ser apresentada uma formulacdo geral dos
parametros Kz apresentados pela Tabela 5, com base na Equacgéo (71). Desta forma,

a equacao geral dinamica da placa para o caso simplesmente apoiado € dada:

2

T ! '
4 2 2 px+ﬂ2p )_
o?At) 7'D(B°+1) azp( y . 16
w2 a'hp At) + o A [A(t)] _mp(t) (106)

azbzp (CDO,I + ch,o)
Onde, para o caso deste trabalho, P(t) corresponde ao carregamento explosivo,
dado pela Equacao (62). Com isso, é apresentada a comparacao adimensional entre

os termos K; e Kz em fungéo da variacao de 3, na Figura 16.

Com base na Figura 16, verifica-se a influéncia de cada parametro no
comportamento estrutural da placa. Como abordado anteriormente, Ki: e Kz estéo
relacionados aos regimes linear e nao linear da equacéo diferencial, respectivamente.
Para o caso indeslocavel, apresenta-se maiores influéncias do regime néo linear ao
regime linear. Este comportamento é justificado porque maiores restricbes sao
impostas nos bordos, ou seja, todos os deslocamentos sédo impedidos, a excecao a

rotacdo. Desta forma, a influéncia da néo linearidade geométrica torna-se evidente.

Com relacao ao caso livre de tensdes, por corresponder ao que possui menores
restricbes, é permitido com que a placa tenha maior mobilidade de movimentacao
lateral, sendo baixa a influéncia da ndo linearidade. Desta forma, o regime linear se

sobrepde ao néo linear.
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Da mesma forma, o caso deslocével possui deslocamento uniforme nos bordos,
provenientes de uma distribuicdo de tensbes normais uniformes pelos mesmos,
apresentando um resultado intermediario ao indeslocavel e o livre de tensdes.
Contudo, apresenta maior mobilidade quando comparado ao sistema indeslocavel,

acarretando menores influéncias da néo linearidade geométrica.

Considerando para B = 1, as maiores influéncias dos parametros K; e Ks. De
acordo com a Figura 16, obtém-se os valores de 0,3663 para o0 regime linear e
0,06492, 0,4821 e 0,1250 para o regime nao linear, sendo os casos livre de tensodes,
indeslocavel e deslocavel, respectivamente. Verifica-se que o regime linear se
sobrepbe ao néo linear em 564,23% para o caso livre de tensdes. Para o sistema
indeslocavel, a influéncia do regime néo linear torna-se mais evidente, sendo 31,61%
maior que o regime linear. Com relacdo ao caso deslocavel, novamente a linearidade

do sistema se sobressai a ndo linearidade, sendo verificada em 293,04%.

O processo de variacdo dos valores numéricos dos regimes lineares e néo
lineares sdo importantes para dimensées de placa 3 < 3,5. A partir deste valor, ocorre
uma estabilizacdo das razGes adimensionais, sendo os seguintes valores de 0,1071
para o sistema linear e 0,0001, 0,2079, 0,0629 para o sistema nao linear, sendo os
casos livre de tensdes, indeslocavel e deslocavel, respectivamente. Observa-se que
o regime nao linear corresponde a 94,11% quando comparado ao regime linear, para

0 caso indeslocavel.

o o
a o

o
~

K*b4*p/(E*h2*TT4)
o
w

0,2
0,1 \
\
0
1 15 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
B (relacéo entre as dimensdes no plano da placa)
——K1 ——K3Indeslocavel ——K3 Deslocavel ——Ka3 Livre de Tensdes

Figura 16 - Comparacéo entre pardmetros Ki e Kz — Simplesmente Apoiado
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3.1.4. Deslocamentos Estaticos

Com base no comportamento adimensional relacionados aos parametros Ki e
Ks, conforme a Figura 16, é valido verificar a variagdo do comportamento do
deslocamento total da estrutura com base na relacdo adimensional dependente de
uma carga estatica e das caracteristicas geométricas e fisicas da mesma. Desta
forma, com base nas condicbes de contorno livre de tensdes, indeslocavel e
deslocavel, para uma placa simplesmente apoiada, observa-se a variacdo de

comportamento conforme a variagéo de 3.

Observa-se na Figura 17 um comportamento visivelmente nao linear para a
consideracéo de 3 = 1, confrontando com o exposto pela Figura 16, visto que o regime
nao linear ainda é consideravel nas primeiras relacbes de dimensbBes da placa.
Contudo, conforme o aumento de [, verifica-se que o comportamento do
deslocamento vertical da placa, wmax, Obedece a um regime linear. Desta forma, para
o caso livre de tens0es, a relacdo adimensional de Kz pode ser desprezada quando 3
inicia-se em 2,5, conforme Figura 16, visto que a varia¢do do deslocamento estéatico
da estrutura obedece a uma construcao linear. Além disso, verifica-se a influéncia de
uma placa quadrada é mais manifesta que outros valores de 3. Para o caso analisado
da Figura 17, considerando uma relacdo adimensional da carga estatica de 500, o
deslocamento associado a f = 1 equivale a 4,6696 e este corresponde a 1,8118 e

5,2127 vezes maiores maiores do que para quando B = 2 e B = 3, respectivamente.

Ao contrario do caso livre de tensdes, o sistema indeslocével (Figura 17) possui
uma influéncia da néo linearidade evidente para 3. Da mesma forma que o caso livre
de tensbes, as placas quadradas representam as estruturas que ocasionam 0s
maiores deslocamentos. Considerando uma relacdo adimensional para a carga
estatica de 500, para o caso 3 = 1, o valor da relagdo wmax/h € de 2,4863, sendo 2,1599
e 4,3831 vezes maior quando comparado com 3 =2 e 3 = 3, respectivamente.

Finalmente, o caso deslocavel (Figura 18) também apresenta um
comportamento nao linear evidente para qualquer 3, contudo nao tdo expressivo
quando a influencia do parametro K1, porém ndo desprezivel. Conforme apresentado
pela Figura 16, o comportamento adimensional do parametro Kz encontra com

resultados intermediarios ao livre de tensdes e ao indeslocavel. Da mesma forma, é
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esperado que a relagdo wmax’h também gere deslocamentos também intermediarios
aos outros casos. Observa-se na Figura 17, considerando uma relagéo adimensional
para a carga estatica de 500, para o caso 3 = 1, o valor da relagdo wmax/h € de 3,8121,
sendo 2,3403 e 5,3759 vezes maior quando comparado com B = 2 e B = 3,

respectivamente.

Com base nos resultados obtidos pelas Figuras 16 a 18, torna-se importante
avaliar o comportamento de deslocamento estatico da estrutura entre os trés casos
apresentados. Desta forma, a Figura 20 (a) e (b) contempla a comparacdo deste

comportamento para uma placa com geometria de =1 e 3 = 2, respectivamente.

Verifica-se em ambas as figuras que o caso livre de tensdes se sobrepde aos
outros sistemas quando o deslocamento estatico da estrutura é avaliado. Isto é
justificado pelo fato deste caso possuir maior mobilidade lateral, sendo, portanto,

propicio a gerar maiores deslocamentos em relacéo aos outros dois casos.

Para o sistema indeslocavel, observa-se que € aquele que gera os menores
deslocamentos, visto que, ao contrario do caso livre de tensbes, corresponde a
estrutura com restricbes aos deslocamentos, exceto a rotacdo. Visto que a estrutura
ndo pode se movimentar lateralmente, o efeito da rigidez da membrana é solicitado,

conforme ja apresentado pela Figura 16.

Esta diferenca de deslocamentos entre os trés casos pode também ser
guantificado. Avalia-se que considerando uma relacdo adimensional para a carga
estéatica de 500, para uma placa com B = 1, o caso livre de tensfes apresenta uma
razdo de 1,8781 e 1,2249 vezes maior que 0s casos indeslocavel e deslocavel,
respectivamente. Da mesma forma, placa com 3 = 2, o caso livre de tensdes apresenta
uma razéo de 1,7055 e 1,5821 vezes maior que 0s casos indeslocavel e deslocavel,

respectivamente.
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Figura 17 - Relac@o wmax / h X Rela¢@o adimensional de carregamento estatico — Simplesmente

Apoiado, caso livre de tensbes

0 100 200 300 400 500
P,*a*/(E*h?)
— B =1 eca=- B =2 =—— - B =3
Figura 18 - Rela¢@o wmax / h X Rela¢@o adimensional de carregamento estatico — Simplesmente

Apoiado, caso indeslocavel
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P, *a*/ (E*h?)
——B=1 —=—=-B=2 —--B=3

Figura 19 - Relagcdo wmax / h x Relacao adimensional de carregamento estatico — Simplesmente

Apoiado, caso deslocéavel
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Figura 20 - Relagdo wmax/ h X Relacdo adimensional de carregamento estatico — Simplesmente
Apoiado (a) B=1;(b)B=2

3.1.3. Tensoes de Airy

Nesta etapa, € avaliada a influéncia das tensfes provenientes do esfor¢o da
membrana com relacéo as tensdes totais (tensdes provenientes da flexdao somados
com as do esfor¢o da membrana). Para cada condicdo de tensao de placa, conforme

apresentado pela Tabela 3, sdo abordadas tais tensoes.
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e Caso I: Caso Livre de tensdes

De acordo com YAMAKI (1961), a equacéo geral de Airy é dada pela Equacao

(79), em que as caracteristicas de @, , px € py sdo dadas de acordo com as

condicBes de contorno da placa e também as condi¢cdes de tensdes.

Para este caso, sistema livre de tensdes, os processos de célculo tornam-se
mais complexos, visto que sdo manipuladas duas equacgfes que possuem somatorios
duplos de Fourier (solucdo particular e homogénea), Equacbes (79) e (82). Desta
forma, apenas € descrito o procedimento de como foram as etapas até a definicdo das
relacbes entre tensao proveniente do esforgco da membrana e tenséo total (esforcos

de flexdo e membrana somados).

Conforme Equacao (46), as tensdes totais sdo dadas pelas segundas derivadas
das equacdes de Airy. Porém como as tensfes de flexdo sdo ja determinadas,
Equacgbes (17) a (19), considera-se que as tensdes provenientes do esforco da
membrana sejam calculadas com base nas tensdes de Airy. Nisso, € possivel
determinar as tenses em funcao das coordenadas de qualquer ponto na placa e em
funcdo da amplitude dindmica. Desta forma, aplica-se a Equacéo (79) na Equacéao
(46), encontrando entdo as tensdes de Airy em funcdo dos parametros apresentados
pela Tabela 3, além das caracteristicas fisicas e geométricas da placa. Vale ressaltar
que tal expressao torna-se extensa a medida que o valor de n aumenta conforme for
a necessidade de convergéncia da equacdo. Para o caso, considerou-se que 0O

namero maximo de termos corresponde a 1.

Pelo mesmo procedimento séo calculadas as tensdes de flexao, aplicando a
Equacao (68) nas Equacbes (17) a (19) tem-se:

b ‘E 2

ot = #_iz) A (1+vB )cos[%xj cos[”b y] (107)
b °E 2

o = #—Zﬁ) A®)(v+ B )cos(%xj cosm yj (108)
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2
b n°Ez . (X . (wy
=——— A(t)sin| — [sIn| —
Ty ab(1+v) ® ( a j ( b j (109)

As maiores tensdes da estrutura ocorrem no meio do plano e nas coordenadas

centrais (x = 0 e y = 0). Desta forma, as tensdes de flexdo séo:

7°Ez

o2 (0,0,t)= mA(t) (1+v8°) (110)
b ‘E 2

o (0,0,t)= #_sz) A®)(v+52) (111)

2,(0,0,t)=0 (112)

Aplicando a relagéo entre a tensdo dos esforgos de membrana atuante no
sistema e a tensdo total (esforcos de flexdo somados a membrana), tem-se:
on (0,0,t)

"= oy, (0,0,t)+ o5 (0,0,t) (113)

. o, (0,0,t) (114)
* 0,,(0,0,t)+0} (0,0,t)

Onde:

Razao entre as parcelas de tensdes provenientes do esforgco da membrana

com relacéo as tensdes totais no centro da placa.

Plotando o grafico referente as relacdes apresentadas pelas Equactes (113) e

(114), tem-se para 0™xx/ Oxx a Figura 21 (a) e para 0™yy/ Oyy, a Figura 21 (b).

Observa-se que, neste caso, houve um comportamento nao esperado quando
€ avaliada a relacdo 0™xx/ Oxx, Figura 21 (a), em que a maior razao € registrada para
B =2, seguido de g = 1. Tal desempenho da estrutura em resposta a solicitacédo é dada
como o oposto do pressuposto, sendo o conjecturado como = 1 a maior relagao das

tensdes, seguidos de f =2 e § = 3, respectivamente.
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Neste caso, averigua-se que para a maior relacdo obtida, p = 2, a razdo entre
tensdes de membrana e tensdes tais sdo de 0,5268, enquanto para p=1e p =3
encontra-se 0,4761 e 0,4144, respectivamente, quando considerado que Wmax/h €
igual a 10. Desta forma, é possivel aferir que p = 2 corresponde a 110.64% e 127,12%
de B =1 e B = 3, respectivamente.

0,6
0,5
0,4

0,3

0Myx / Oxx

0,2
0,1

0

0,5
0,45
0,4
0,35
\b§ 002,3
e
b ]
0,15
0,1
0,05

Figura 21 - Relacdo entre o™/ 0jj X Wmax / h - Simplesmente apoiado: Caso Livre de tensdes; (a) 0™xx/

Oxx; (b) 0™y / Oyy

Com relacdo a o™yy/ ayy, Figura 21 (b), verifica-se que as razbes sao maiores
para p = 1, sucessivo de f = 2 e B = 3, respectivamente. Pelo mesmo processo de

analise, é observado um comportamento inverso, sendo o esperado a maior razao ser
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dada por B = 3 e a menor B = 1, visto que o caminho de tensdes tende a ser
intensificado quanto menor o lado b da placa for com relagédo ao lado a. Ambos os
comportamentos a serem esperados sao retratados com clareza nos casos

indeslocavel e deslocéavel, apresentados nos dois tdpicos seguintes.

Para este, tem-seque p=1,B=2e =3 equivalema0,4761, 0,1352 e 0,03827,
respectivamente, quando wmax/h € igual a 10. Desta forma, 3 = 1 € dado por ser 3,52

e 12,44 vezes maior que =2 e = 3, nesta devida ordem.

e Caso ll: Caso Indeslocavel

Para o caso de condicbes de apoio indeslocavel, pode-se consultar as
especificacdes na Tabela 3. Com isso, com base na Equacao (77), referente a solucao
particular da equagéo diferencial, substituindo-a nas relagbes apresentadas pela
Equacdo (46) € possivel determinar as tensées de membrana em funcdo das

caracteristicas fisicas e geométricas da estrutura:

o 7E[A®)] _Cos(z;ry}u % (115)
X 8a? i b 1-v2
. ZE[AOT] 27zyJ vt B
Oy = 832 _,3 COS[ b + (1‘/2)] (116)
of =0 (117)

Como as maiores tensfes ocorrem no meio do plano e nas coordenadas

centrais (x =0 ey = 0), as Equacdes (115) e (116) podem ser reescritas como:

8a 1-v*

o"(0,0,t)= ”ZE[AZ(t)] _1+1+ﬂvz} (118)

o (0,0,t)= (119)

ZE[AOT] , v+ s
8a’ P +(1—v2)]
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Considera-se que as tensdes de flexdo sdo as mesmas para qualquer caso de
condi¢cédo de tensdo de membrana (visto que tais tensdes sdo dependentes somente
das condicfes de contorno), ou seja, Equacdes (110) e (111). Desta forma, tendo as
expressdes para as tensées de membrana do caso indeslocavel, Equacdes (118) e

(119), pode-se aplicar a formulacao das Equagdes (113) e (114). Com isso:

Al
= r2] (120)
4(1+ vp ) LA
2+vB—v®  h
Alt)
ry = h (121)

dv+p) AW
2B3°+v—pBv*  h

Desta forma, plotando o grafico referente as relacdes apresentadas pelas
Equacbes (120) e (121), apresenta-se a Figura 22. Para 0™xx/ Oxx, Figura 22 (a), sao
maiores a medida que B aumenta. Isto € justificado pelo fato de que a dimenséo a da
placa torna-se muito maior que b, ocasionando um aumento da rigidez da placa no
sentindo da menor direcdo. Ou seja, quanto maior for a razéo B, a placa tende a se
aproximar de uma estrutura reticulada com uma dire¢céo preferencial, ocasionando a
perda da preferencia pelo menor eixo. Em acrescimento a isto, de acordo com o
apresentado pela Figura 18, a medida que a razdo 3 aumenta, os deslocamentos da
estrutura sdo menores. Verificando que as tensdes da placa sdo diretamento
proporcionais as caracteristicas fisicas e geométricas da estrutura e, principalmente,
a amplitude, isto implica uma maior rigidez no sistema. Desta forma, o efeito da

membrana é evidenciado com maior intensidade na direcdo da menor dimens&o.

Verifica-se que no processo da razdo 0™x/ Oxx, encontram-se relacdes de
0,8079, 0,7777 € 0,7551 paraB =1, B = 2 e B = 3, respectivamente. Com base nisso,
avalia-se que 0Mxx / Ooxx para B = 1 corresponde a um valor de 3,88% e 6,99%
relacionados aos outros 3 mencionados. Contudo, para relacbes o™y / oyy evidencia-
se que os [ apresentados podem ser aproximados para um unico valor, como é

presenciado na Figura 22 (b), que no caso corresponde a 0,8172.
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Figura 22 - Relacdo entre o™/ 0jj X Wmax / h - Simplesmente apoiado: Caso Indeslocavel; (a) 0™x/ Oxx;

(b) a™yy/ ayy

e Caso lll: Caso Deslocavel

O procedimento de determinacdo das tensfes neste caso € semelhante ao
apresentado para o caso indeslocavel. Para este sistema, a expressao da funcéo de
Airy utilizada foi provada e apresentada na Equacéo (104). Com isso, as tensdes
relacionadas a membrana, sédo determinadas substituindo a expressédo de Airy na

Equacéo (46):
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m Ex’ 2 m
ol = P~ [A®)] cos( 5 j (122)
0 ET A 0T 2 cos| 22X
T = e [AM] B cos( - j (123)
Oy =0 (124)

Como as maiores tensfes ocorrem no meio do plano e nas coordenadas

centrais (x =0 e y = 0), as equacdes acima podem ser reescritas como:

m _ Eﬂ'z 2
0% (0.0.1) =2 [AD)] (125)
o" (0,0,t)= ';ZZ [AD)T] B2 (126)

Considera-se que as tensdes de flexdo sdo as mesmas para qualquer caso de
condicdo de tensdo de membrana (visto que tais tensdes sdo dependentes somente
das condicbes de contorno), ou seja, Equacgdes (110) e (111). Desta forma, tendo as
expressbes para as tensbes de membrana do caso deslocavel, Equacbes (125) e
(126), pode-se aplicar a formulacdo das Equagdes (113) e (114). Com isso:

At)
_ h
' 4(1+v,32)+A(t) (127)
1-v? h
At)
_ h
r, = v ) A0 (128)
)

Desta forma, plotando o grafico referente as relacbes apresentadas pelas
Equacdes (127) e (128), tem-se para 0™xx/ Oxx & Figura 23 (a) e para c™yy/ oyy, a Figura
23 (b).
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O comportamento das tensdes do caso deslocavel € proximo ao caso
indeslocavel, ou seja, para a avaliacdo na direcdo do eixo x as relacdes 0™Mxx / Oxx,
Figura 23 (a), diminuem a medida que p aumenta. Da mesma forma, na analise na

direcédo do eixo y, as relagbes o™yy / oyy, Figura 23 (b), aumentam na proporcao de [3.

Contudo, € importante salientar que para o caso indeslocéavel, as relacées 0™xx
| oxx eram ainda préximas devido ao impedimento da estrutura ter livre deslocamento
na direcdo longitudinal. Logo, no caso deslocavel, proveniente a maior liberdade de
deslocamento lateral, evidencia-se o maior efeito das tensfes de flexdo a membrana,
principalmente quando se avalia na direcdo do menor eixo. Isto é perceptivel quando
se compara as relagdes 0™xx/ Oxx € oMy / Oyy, €m que a primeira atinge razdes de 0,6

e a segunda, em 0,7.

De acordo com a Figura 23 (a), para valores de =1, =2¢ B = 3 sao
observados 0™x/ Oxx iguais 0,6340, 0,5058 e 0,3783, respectivamente. Evidencia-se
que o menor valor de B gera 0™« / Oxx iguais a 25,34% e 67,59% maiores em

comparacao com os outros dois.

Da mesma forma, relacbes o™y / oyy maiores sdo evidenciadas quando a
relacdo  aumenta. Considerando que para =1, p =2 e p = 3 séo obtidas as razdes
iguais a 0,6340, 0,6769 e 0,6854, respectivamente. Considerando que o menor valor
atingido corresponde a g =1, em comparacdo com =2 e p = 3, estas relacées podem

atingir & 6,76% e 8,10% maior que o primeiro caso.

0,7
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0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0™y / Oxx
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(b)

Figura 23 - Relacé@o entre o™/ ojj X Wmax / h - Simplesmente apoiado: Caso Deslocavel; (a) 0™x/ Oxx;

(b) o™y / Oyy

e Resumo das Tensodes

Com base nas equacdes apresentadas para correlacionar a tensdo de
membrana e a tenséo total de cada condi¢cdo de tensdo, € possivel comparar a
variacdo deste comportamento com relacdo ao apoio e ao eixo. Com isso,
considerando para o caso de B = 1, tem-se a Figura 23 e para 3 = 2, Figura 25 (a) e

(b), onde sdo 0™xx/ Oxx € 0™Myy/ Oyy, SUcessivamente.

Na Figura 23 é verifica-se que as maiores relacdes sdo dadas para o caso
indeslocavel, o seu oposto, livre de tensdes, sdo as menores relacées. Este processo
€ justificado por conta da influéncia da nao linearidade no sistema, conforme
observado na Figura 16. Para sistemas com maiores restricbes de movimentacao
lateral, maior a influéncia do efeito de membrana. Da mesma forma, estruturas com

menores restrigcdes, o efeito da membrana € menos preponderante.

Considerando as rela¢des quantitativamente, é dado que na Figura 23 a maior
relacdo das tensdes é representada pela condicéo indeslocavel com 0,8095, seguida
pelo caso deslocavel e livre de tensdes, com 0,6363 e 0,4761, respectivamente, para
wmax/h = 10. Verifica-se que o caso indeslocavel é 1,27 e 1,70 vezes maior que 0S

casos deslocavel e livre de tensdes, respectivamente.
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Para a Figura 25 (a), por conta da inversao apresentada na Figura 21 (a), para
wmax/h = 10, a condicao livre de tensbes apresenta resultado superior ao deslocavel.
Desta forma, o resultado apresentado pelo caso indeslocavel € dado por 0,7794,
seguido pelos casos deslocavel e livre de tensdes, com 0,5083 e 0,5268,
sucessivamente. Assim, o caso indeslocavel apresenta-se como sendo 1,53 e 1,4794

maior que os casos deslocavel e livre de tensdes, respectivamente.

Considerando a Figura 25 (b), verifica-se que 0 comportamento segue
conforme o esperado, com o caso indeslocavel possuindo as maiores relacées de o™Myy
| oyy, seguido do caso deslocéavel e livre de tensbes. Com isto verifica-se que o caso
mais restritivo atinge valores de 0,8219 para wmaxh = 10, enquanto 0s casos

deslocéavel e livre de tensbes atingem 0,6791 e 0,1359, nesta ordem.
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3.2. Condicao de Contorno: Engastado em todas as arestas

Todo o procedimento e as teorias utilizadas para a determinacdo das equacgdes
contempladas no item 3.1 s&o retomadas para este item. Contudo, para este caso as

condi¢cBes de contorno sdo todos os bordos engastados.

3.2.1. Funcoes de Airy

Para o caso de engastado em todas as faces, a solucdo fornecida por YAMAKI

(1961) é dada ainda pela Equacao (67) com primeiro harménico sendo:
v (X, y) = cos® (%Xj cos’ (%yj (129)

Empregando a solucédo de Galerkin para as Equacdes (47) e (129), tem-se:

al2 b/2 X P
[ L(w.g)cos’ (—j cos’ (Tyj dxdy =0 (130)
a

—-al2-b/2
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De acordo com a primeira expressdao de von Karman, Equacao (47),

substituindo-a na Equacéo (130) e realizando simplificagcbes, é possivel encontrar a

equacao diferencial, ja apresentada na Equacao (71).

A equacdao dinamica para placa engastada também possui parametros K1 e Kz

a serem determinados, onde sdo dependentes da funcdo de Airy, apresentada na

Equacéo (50). O processo de demonstragéo da solucéo particular da equagao de Airy,

para condicdo de apoio engastado, se faz necessario do conhecimento da Equacao

(50). Sabendo que YAMAKI (1961) aborda

a Equacdo (129) como equacdo do

deslocamento vertical, aplicando-a na equacao de von Karman, tem-se:

2 (A Oy (xy

) & (AM)w (x.))

X y))JZ@Z(A(

x>

oxoy

wﬂ

' [A)] A

4
Vg 7

Jeos (52
Jeo[ %

o X
cos” | —
X

a
_ (2
cos
a
2 cos( 27X
a

(47zyJ (47Z'X
COosS T + COS

vt [A)] =

2(ab)’

a

j (47[X
+ COS
]COS(ZﬂyJ + COS(EJ +
b b
j+CO

ayZ

7;yj+20032(ﬂx

e
-

4

2wy

(5

a
(131)

27X
a

%)

A solucdo particular referente a Equacao (131) pode ser escrita como:

4y X

ﬂlcos( .

+ 4, cos(%}rﬂg cos(

+ A cos[znxjcos(4”yJ+
a b

27X

A, cos( .

Ag COS ( 4rx
L a

¢ =

TX

2wy 2
cos + A, CoS
( b ] & ( a

)
Jol %

(132)

2wy

)

Aplicando a Equacéo (132) no operador bi harménio, Equacéo (131), a solucéo

particular corresponde a Equacéo (133).
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(133)

A solucao particular do caso engastado pode ser reescrita de forma matricial,

representando os coeficientes do parametro ¢, ;, apresentado pela Equacao (134).

1 1
323 5123
B i B
i~ | a2 2 2 3
" 32 16(1+4°) 32(1+48%) (134)
B B 0
52 wes) _

Com relagdo a solucdo homogénea, a demonstracéo encontra-se apresentada
no APENDICE B.

A seguir, sdo apresentadas as demonstracoes de determinacdo dos
parametros presentes na Equacdo (78), com base nas condicdes de tensdes

contempladas pela Tabela 3, para o caso de apoio engastado.

e Caso I: Sistema livre de tensdes

Os parametros An e Bn referentes a solucdo homogénea continuam sendo
calculados com base na Equacdo (82), contudo, para 0 caso engastado, é
implementado na expressdo do somatério 0 numero de parametros p = q = 2. A
mesma demonstracdo pode ser adotada para ambos os tipos de condi¢cdes de
contorno (simplesmente apoiado e engastado), visto que as expressdes das solucdes

homogénea e particular da equacao diferencial de Airy podem ser escritas como série
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de Fourier. Desta forma, adota-se a Equacao (79) como expressao geral de Airy e a
Equacao (84), solucdo homogénea, € a mesma para o caso de apoio engastado.

Com base nas informacdes da Tabela 3, com os coeficientes An e Bn
determinados, o processo de solugdo de px e p)y torna-se mais facil, visto que o

namero de incégnitas diminui. Assim, verifica-se que px e py sao zero.

e Caso ll: Sistema Indeslocéavel

O desenvolvimento para este caso, considerando o apoio engastado, é o
mesmo abordado no item 3.1.1. Com base nisso, deve-se obedecer as condi¢des de
tensdo apresentadas pela Tabela 3. Ou seja, para o caso indeslocavel, as condicdes

sao dadas pelas Equacgdes (85) e (86).

Apbés a determinacdo das quatro expressdes derivadas, verifica-se que
aguelas avaliadasem x=a/2 e x =-a/ 2 apresentam o mesmo resultado e 0 mesmo
é validoparay=b/2ey=-b/2. Destaforma, aponta-se duas equacdes com duas

incognitas, An e Bn. Resolvendo este sistema, é possivel determinar que:
A =0,B, =0 (135)

Desta forma, conclui-se que o tipo de condicdo de contorno indeslocéavel

independe da parcela homogénea da equacéo de Airy.

Para determinacéo dos coeficientes px e py presentes na Equacéao (79), utiliza-
se 0 conceito também apresentado pela Tabela 3 que corresponde aos
deslocamentos. YAMAKI (1961) apresenta que tais deslocamentos sao pertinentes
com as tensdes de Airy e podem ser aplicados diretamente na integral que relaciona

deslocamentos e deformacdes, apresentadas pelas Equacdes (88) e (89).

Com isto, aplicando a solugcdo da expressdao de Airy, Equacao (79), e a
expresséo referente a condigdo de contorno de apoio engastado, Equacéo (129), nas
Equacdes (88) e (89), € possivel encontrar as Equacdes (136) e (137).
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o 37°Eh? (ﬂzv +1)

P T (1-v2) (136)
- 37°Eh? (ﬂz +v)

P o (1-?) (137)

e Caso lll: Sistema Deslocavel

O processo de determinacdo dos parametros px e py para este caso €

semelhante ao apresentado para 0 mesmo sistema no item 3.1.1.

Aplica-se a segunda derivada em x e depois em y na parcela homogénea da
fungéo Airy, Equacgédo (80), conforme apresenta na Tabela 3. A partir disso, para
ambos 0s casos, avalia-se separadamente as equacgdes resultantesem x=+a/2e
emy =+ b / 2. Com isso encontram-se duas equac¢fes e duas incognitas.
Solucionando o sistema de equacodes, verifica-se que An e Bn Sao zero.

Com os coeficientes An e Bn determinados, o processo de solucdo de pk e ‘py
torna-se mais facil, visto que o nimero de incégnitas diminui. De acordo com a Tabela
3, a solucdo do caso deslocavel € dado com base na carga aplicada, ou seja, Px e Py,
como apresentados nas Equactes (92) e (93), respectivamente. Desta forma, é

possivel verificar que:

p,=p,=0 (138)

e Resumo dos Parametros da Funcéo de Airy

A seguir é apresentada a Tabela 6 com um resumo dos resultados obtidos com

base na avaliagdo da membrana.
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Tabela 6 - Coeficientes dos casos de condi¢cdes de contorno engastado

Caso P, p;, D,

Livre de tensbes 0 0 D, =PoqtPog

37°En’ (B +1) 37°EN? (B +v)
32a° (1-v*) 32a° (1-v*)

Indeslocavel Dy g =Poq

Deslocavel 0 0 Dy g =Ppq

3.2.2. Parametros K1 e K3

Os conceitos inerentes aos parametros Ki e Kz sdo os mesmos abordados no
item 3.1.2 e apresentados pela Equacéo (71). Independente da condi¢cdo de contorno,
no geral, tais parametros sdo determinados com base nas expressdes de energia de
flexdo e de membrana, indicados por TIMOSHENKO (1959), e relativizados pelo
coeficiente da segunda derivada de tal equacdo diferencial dindmica, conforme
sugerido por FELDGUN (2016). O segundo processo, como sugerido por YAMAKI
(1961), corresponde em utilizar o método de Galerkin e expandir a Equacéo (69).

S&o apresentadas as demonstracOes e expressdes dos parametros K; e Ks,
conforme o método da energia e, de acordo com o caso, conforme o método de

Galerkin.

e Parametro Ky

De acordo com o método da energia, a energia de flexdo, como tratada por
TIMOSHENKO (1959), é dada pela Equacdo (95). Considerando a condi¢cdo de
contorno engastado, Equacdes (67) e (129), aplicando-as na Equacao (95), tem-se a
Equacéo (139).
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o 7' D[AW] (38° +28° +3)

39
" 8a’p (139)

Para determinar o parametro Ki, deve-se calcular a energia cinética da

estrutura, conforme apresentado na Equacéo (97), considerando apoio engastado:

hi2 al2 bl2 2 2
K:lpj i f (duzjdxdydzzgabhp(dA(t)j (140)
2 ~h/2-al2-b/2 dt 128 dt

Finalmente, para determinacédo do parametro Ki, basta-se dividir a expressao

da Equacao (139) pelo resultado presente na Equacao (140). Desta forma, tem-se:

< :167z4D(3ﬂ4+2,6’2+3)

141
' 9a‘hp (141)

Como mencionado no inicio deste topico, a expressao dada pela Equacéo (141)
também é obtida a partir do método de Galerkin.

e Parametro K3z — Caso |: Sistema livre de tensdes

O processo de verificagdo da energia Kz referente ao caso livre de tensdes se
assemelha a metodologia apresentada para 0 mesmo caso no item 3.1.2. Para este,

0s métodos da energia e de Galerkin sdo apresentados, respectivamente.

Este processo consiste inicialmente em implementar valores suficientes de n e
m para poder solucionar a Equacao (82) de forma que os resultados para An e Bn
sejam consistentes. O segundo passo corresponde em utilizar os coeficientes Ay, Ao,

B1 e B2 para aplicar na solucao particular de Airy, Equacao (79).

Considerando a formulagéo pelo método da energia, as etapas de solucéo para
determinacao de Kz tornam-se iguais ao apresentado no item 3.1.2, Equacgéo (79) nas
duas expressodes de deslocamentos ux e uy, Equacdes (88) e (89). Seguidamente,
estas expressodes sao implantadas nas Equacdes (10) a (12), para que possam ser
incorporadas na equacao de energia da membrana, Equacdo (99). Finalmente, o
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parametro Kz é determinado dividindo a energia da membrana pela Equacao (140). A

expressao ndo € apresentada por ser extensa.

O método de Galerkin, adotado por YAMAKI (1961), exige que se conheca a
funcdo de Airy da estrutura, Equacédo (79), bem como a equacédo de deslocamento
vertical, Equacéo (129). Utilizando a 12 equacéo de von Karman e aplicando estas trés
expressdes na Equacao (69), encontra-se o coeficiente ndo linear Ka:

327'Eh?

1 1
Ky=~— 9a%b2p |:q)0,l + D+ D+ 2 @, + 2 D,y + Dy, + q)z,o} (142)

e Parametro K3 — Caso Il: Sistema Indeslocavel

O processo de demonstragcdo da energia Kz relacionado ao sistema
indeslocavel € o mesmo do sistema livre de tensGes, com excec¢ao da consideracao
da parcela homogénea da funcao de Airy. Apresentam-se os resultados obtidos tanto
pelo método da Energia quanto pelo método de Galerkin. Utilizando a metodologia da

conservacao da energia, o resultado da expressao € dada por:

272" +2856 8% +11273 8" + 23146 8° +

272 |—

IBZVZ 6 4 2
315063° +23146* +1127332 + 2856+~
p

cgne| g 57657 +6048/5% +21924/5° + 320043 +
T 1% —
219243 +60483° +576

5603 + 58804 + 22523 8% + 42622 5° +

2
p 53430° + 42622 3" + 22523 % + 5880 + 560
ﬂZ

Ky =— - 2 2 2 =
1442 (1-v*)( 87 +1) (B* +4) (48°+1) p

(143)

O método de Galerkin, adotado por Yamaki (1961), exige que se conheca a
funcdo de Airy da estrutura, bem como a equacdo de deslocamento vertical. Estas
duas estdo apresentadas pelas Equactes (133) e (129), respectivamente. Aplicando-

as na Equacéao (130), encontra-se a seguinte expressao para Ka:
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D, +20, +D,, + 20
ER? _12&32 (1_‘/2)( 2,1 2,0 1,2 1,1]
K +2®1,0 + 2(13012 + 2(13011

3T omd 12| (144)
2ap(t-v’) 9(2p% +p* +1)

e Parametro K3 — Caso lll: Sistema Deslocavel

Seguindo-se o descrito da deducédo do caso livre de tensdes para o0 método da

energia, em consonancia com a Tabela 6, a equacéo Ks é dado por:

272 5" + 2856 8™ +112734" + 23146 ™ + 31506 5° +
_ 7Eh® | 231464° +11273p" + 2856 5° + 272 (145)
P 1440'Bp (82 +1) (B2 +4) (457 +1)

Aplicando o método de Galerkin, considerando a 12 equacdo de von Karman, a
funcado de Airy, Equacéo (79) e o deslocamento vertica, Equacao (129), aplicando-as

na Equacao (130), a energia Kz para sistema deslocavel tem-se:

4 02 2 2 2 2
_ 327" B’Eh B B g 17

9a‘p 64(4ﬂ2+1)2 64(ﬂ2+4)2 512 512/ (146)

Ks

¢ Resumo dos parametros Ki e K3

Desta forma, foram demonstradas as expressdes Ki e Ks, correspondentes as
parcelas linear e ndo linear da equacdao diferencial dindmica, respectivamente, para o
caso engastado. Tais parametros foram encontrados com base nos métodos da
energia e de Galerkin. Para este trabalho, € adotado as soluc¢des fornecidas pelo
método de Galerkin, com base nos estudos realizados por YAMAKI (1961). Com isso,

€ apresentada a tabela com os parametros a serem utilizados:

Tabela 7 - Pardmetros K; e Kz — Apoio Engastado

Caso K,
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327*Eh? 1 1
Livre de tensdes K, = _Q;Tp [@0’1 + q)l,O + ®1,1 + E (D1,1 + E dbzvl + ®o,2 + q’z,o}

D, +20,,+D,, + 2D,
ER? —128ﬁ2(1—v2)[ v “}+

Indeslocavel s +2@, , + 2D, + 2D,
72a%p(1-v7) .
9(2p%v + B +1)
327" B°EN ’ 2 178 17
Deslocavel K; = 7[’84 ’82 S+ ﬂz =+ ’824- Y
%@y, | 64(4p’+1) 64(p+4) D12 5125
Caso K,

Livre de tensbes
167'D(38" +28° +3
o _ (3 +25°+3)

Indeslocavel L Z
9a’hp

Deslocavel

Conforme YAMAKI (1961), pode ser apresentada uma formulacéo geral dos
parametros Kz apresentados pela Tabela 7, com base na Equacéo (71). Desta forma,

a equacao geral dinamica da placa para o caso engastado € dada por:

2

azA(t) +167Z D(3,B +20 +3) At)+ 34:2 (px +ﬂ2 p'y)[A(t)]3
P

ot 9a‘hp
4 2 (DO,l + ch,o + cI)1,1 + l(1)1,1 + (147)
327"Eh 3 16
- 9a’b?p | 1 [A(t)] - 7°hip F(©)
E(Dz,l + (Do,z + (Dz,o

Onde, para o caso deste trabalho, P(t) corresponde ao carregamento explosivo,

dado pela Equacgéo (62).

Pelo mesmo procedimento adotado no caso do apoio simples, é avaliada a

comparacao entre os parametros Ki e Kz, conforme a Figura 26 a seguir:
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Figura 26 - Comparacao entre parametros K; e Kz — Engastado

Com base na Figura 26, verifica-se a influéncia de cada parametro no
comportamento estrutural da placa. Como abordado anteriormente, Ki: e Kz estédo
relacionados aos regimes linear e nao linear da equacéao diferencial, respectivamente.
Observa-se que, para 0 apoio engastado, a influéncia do parametro linear se
sobressai em comparacao com o parametro nao linear, ou seja, a influéncia do apoio

engastado é preponderante com relacao a condi¢do de tensdes da membrana.

Realizando a comparagdo entre o0s parametros nao lineares, o caso
indeslocavel é preponderante aos outros. Da mesma forma que o apoio simples, este
comportamento € justificado porque maiores restricdes sdo impostas nos bordos, ou
seja, todos os deslocamentos sao impedidos, incluindo a rotacdo. Desta forma, a

influéncia da ndo linearidade geométrica torna-se evidente.

Com relacdo ao caso livre de tensbes, por corresponder ao que possui
menores restricdes, € permitido com que a placa tenha maior mobilidade de
movimentagao lateral, sendo baixa a influéncia da n&o linearidade. Com isso, é
possivel verificar que 0 mesmo € o que possui menos influéncia da nao linearidade
geométrica em comparacdo com as outras condi¢cdes de tensdo, inclusive também

com relacdo ao parametro K.

s

Da mesma forma, o caso deslocavel é caracteristico por possuir um
deslocamento uniforme nos bordos, provenientes de uma distribuicdo de tensdes
normais uniformes pelos mesmos, apresentando um resultado intermediario ao

indeslocavel e o livre de tensBes. Contudo, apesar disto, ainda sim apresenta maior
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mobilidade quando comparado ao sistema indeslocavel, acarretando menores
influéncias da néo linearidade geométrica. Este comportamento também foi o

observado na condi¢céo de apoio simples.

Considerando para 3 = 1, observa-se os maiores valores dos parametros Ki e
Ks. De acordo com a Figura 26, obtém-se os valores de 1,3024 para o regime linear e
0,2365, 0,6532 e 0,2961 para o regime nao linear, sendo os casos livre de tensoes,
indeslocavel e deslocavel, respectivamente. Comparando estes resultados, verifica-
se que o regime linear se sobrepde ao nao linear em 550,69% para o caso livre de
tensbes. Para o sistema indeslocéavel, a influéncia do regime linear também € mais
evidente, sendo 99,38% maior que o regime nao linear. Com relagdo ao caso
deslocavel, novamente a linearidade do sistema se sobressai a ndo linearidade, sendo
verificada em 439,85%.

Para o caso de apoio engastado, observa-se uma estabilizacdo dos valores
para 3 > 3,0, onde tem-se os valores de 0.5306 para o sistema linear e 0,0152, 0,2703,
0,1221 para o sistema néo linear, sendo os casos livre de tensdes, indeslocavel e
deslocéavel, respectivamente. Observa-se que o regime linear corresponde a 34,8391
vezes maior quando comparado ao regime nao linear, para o caso livre de tensdes.
Avaliando para o caso indeslocavel e deslocavel, o regime linear se sobressai, sendo
1,9630 e 4,3456 vezes maiores que o regime nao linear, respectivamente.

3.2.5. Deslocamentos Estaticos

O comportamento geral da estrutura com apoio engastado se assemelha
bastante ao apoio simples. Desta forma, de acordo com o comportamento
adimensional relacionados aos parametros Ki e Ks, conforme a Figura 26, é
interessante realizar verificacdo da variagdo do comportamento do deslocamento total
da estrutura com base na relacédo adimensional dependente de uma carga estatica e

das caracteristicas geométricas e fisicas da mesma.

De acordo com a Figura 27, um comportamento néo linear é perceptivel para
consideracéo de 3 = 1, confrontando com o exposto pela Figura 26, visto que o regime
nao linear ainda é consideravel nas primeiras relacbes de dimensbes da placa.

Contudo, conforme o aumento de [, verifica-se que o comportamento do
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deslocamento vertical da placa, wmax, tende a comportar-se conforme um regime
linear. Assim, para o caso livre de tensdes e avaliando-se os deslocamentos da
estrutura, Figura 27, é possivel ignorar o parametro Kz na constru¢do da equacao,
visto que, como exposto no item 3.2.4, a influéncia do parametro linear € muito maior
que a do linear para o caso livre de tensfes. Além disso, verifica-se a influéncia de
uma placa quadrada é mais manifesta que outros valores de 3. Para o caso analisado
da Figura 27, considerando uma relacédo adimensional da carga estéatica de 500, o
deslocamento associado a f = 1 equivale a 2,8412 e este corresponde a 3,1540 e

13,4018 vezes maiores maiores do que para quando B = 2 e 3 = 3, respectivamente.

Ao contrério do caso livre de tensfes, o sistema inadeslocavel, apresentado
pela Figura 28, possui uma influéncia da néo linearidade evidente para qualquer valor
de B, mesmo que a influéncia do parametro K; seja maior. Da mesma forma que o
caso livre de tensdes, as placas quadradas representam as estruturas que ocasionam
0s maiores deslocamentos. Considerando uma relagédo adimensional para a carga
estatica de 500, para o caso 3 = 1, o valor da relagdo wmax/h é de 2,1337, sendo 2,8702

e 10,2729 vezes maior quando comparado com 3 = 2 e B = 3, respectivamente.

Finalmente, o caso deslocavel, Figura 28, também apresenta um
comportamento nao linear evidente para qualquer B, contudo ndo tao expressivo
quando a influencia do parametro K1, porém néo desprezivel. Conforme apresentado
pela Figura 26, o comportamento adimensional do parametro Kz encontra com
resultados intermediarios ao livre de tensbes e ao indeslocavel, o mesmo
comportamento foi evidenciado no caso de apoio simples. Da mesma forma, é
esperado que a relacao wmax/h também gere deslocamentos intermediarios aos outros
casos. Observa-se na Figura 28, considerando uma relacdo adimensional para a
carga estatica de 500, para o caso 3 = 1, o valor da relagdo wmax/h é de 2,6715, sendo

3,2425 e 8,3458 vezes maior quando comparado com 3 =2 e 3 = 3, respectivamente.

Com base nos resultados obtidos pelas Figura 27 a Figura 28, torna-se
importante avaliar o comportamento de deslocamento estatico comparando-se 0s trés
casos. Desta forma, a Figura 30 (a) e (b) contempla a comparacdo deste
comportamento para uma placa com caracteristicas geométricas de B =1 e B = 2,

respectivamente.

Verifica-se em ambas as figuras que o caso livre de tensdes se sobrepbe aos

outros sistemas quando o deslocamento estatico da estrutura é avaliado. Isto é
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justificado pelo fato deste caso possuir maior mobilidade lateral, sendo, portanto,
propicio a gerar maiores deslocamentos em relagdo aos outros dois casos, mesmo

que as rotacdes estejam restritas para o caso.

Para o sistema indeslocavel, observa-se que é aquele que gera os menores
deslocamentos, visto que, ao contrario do caso livre de tensdes, corresponde a
estrutura com restricbes aos deslocamentos, com isso, a influéncia da rigidez da

membrana € maior quando comparada aos outros casos.

Observando as duas imagens presentes na Figura 29, é interessante averiguar
que para 3 = 1, independe do tipo de escolha da condi¢do de tensdo de membrana
quando a raz&o adimensional presente no eixo das abscissas desses gréficos for igual

ou inferior a 30. Com relagéo a B = 2, esse valor aumenta para 137.

Avalia-se a diferenca entre as trés condi¢cdes de contorno de membrana,
considerando uma relacdo adimensional para a carga estatica de 500, para uma placa
com B = 1, o caso livre de tensbes apresenta uma razao de 1,3315 e 1,0635 vezes
maior que os casos indeslocavel e deslocavel, respectivamente. Da mesma forma,
placas com B = 2, o caso livre de tensbes apresenta uma razédo de 1,2117 e 1,0933

vezes maior que os casos indeslocével e deslocavel, respectivamente.

3

0 100 200 300 400 500

Figura 27 - Relacdo wmax / h x Relagdo adimensional de carregamento estatico — Engastado, caso

livre de tensbes
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——p=1 - B -=3

Figura 28 - Relac@o wmax / h X Relagdo adimensional de carregamento estético — Engastado, caso

indeslocavel
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P,*a*/ (E *h?)
— B =1 eocem=- B =2 =— - B =3
Figura 29 - Relac@o wmax / h x Relagédo adimensional de carregamento estético — Engastado, caso
deslocavel
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Figura 30 - Relacédo wmax / h X Relacdo adimensional de carregamento estéatico - Engastado (a) B = 1;

(b)p=2

3.2.3. Tensdes de Airy

Nesta etapa, é avaliada a influéncia das tensbes provenientes do esforco da
membrana com relacdo as tensdes totais (tensdes provenientes da flexdo somados
com as do esfor¢o da membrana). Para cada condicéo de tensdo de placa, conforme

apresentado pela Tabela 3.

e Caso I: Caso Livre de tensdes

O procedimento de calculo € o mesmo para o ja apresentado apoio simples. Da
mesma forma, os processos de calculo tornam-se mais complexos, visto que sao
manipuladas duas equacgfes que possuem somatorios duplos de Fourier (solugcao
particular e homogénea), Equacdes (79) e (82). Desta forma, apenas € descrito 0
procedimento de como foram as etapas até a definicdo das relacdes entre tenséo
proveniente do esforco da membrana e tenséo total (esforcos de flexdo e membrana

somados).

Conforme Equacao (46), as tensdes totais sdo dadas pelas segundas derivadas

das equacdes de Airy. Porém como as tensbes de flexdo séo ja determinadas,
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Equacdes (17) a (19), considera-se que as tensbes provenientes do esfor¢co da
membrana sejam calculadas com base nas tensdes de Airy. Nisso, € possivel
determinar as tens6es em funcao das coordenadas de qualquer ponto na placa e em
funcdo da amplitude dinamica. Desta forma, aplica-se a Equacéo (79) na Equacéao
(46), encontrando entdo as tensdes de Airy em funcéo dos parametros apresentados
pela Tabela 3, além das caracteristicas fisicas e geométricas da placa. Vale ressaltar
que tal expressao torna-se extensa a medida que o valor de n aumenta conforme for
a necessidade de convergéncia da equacdo. Para o caso, considerou-se que 0O

namero maximo de termos corresponde a 1.

Pelo mesmo procedimento s&o calculadas as tensdes de flexdo, aplicando a

Equacédo (129) nas Equacdes (17) a (19) tem-se:

271%Ez IR X 27 1 T 27X
7 () O™ (ool 55 o (e % (148)
271%Ez 1 T 27 1% X
= e S G (149
2
b n°Ez . 272X] . (Zﬂ'yJ
=————A(t)sin| — |sin| —=
% = ) O 7 ol % (19

Como as maiores tensdes ocorrem no meio do plano e nas coordenadas

centrais (x =0 e y = 0), as tensdes de flexdo no centro do plano valem:

27°Ez

o5, (0,0,t)= mA(t)(1+vﬁ2) (151)
27°E )

® (0,0,t)= #_VZ)A(t)(Hﬂ) (152)

oy, (0,0,t)=0 (153)

Apos isso sdo aplicadas as relacdes entre a tensédo dos esforcos de membrana
atuante no sistema e a tenséo total (esfor¢cos de flexdo somados a membrana) nas
Equacbes (113) e (114).
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Plotando o grafico referente as relacdes apresentadas pelas Equacdes (113) e

(114), tem-se para 0Mxx/ Oxx a Figura 31 (a) e para 0™yy/ Oyy, a Figura 31 (b).

Observa-se que a inversao entre B =1 e =2 se repete para o caso de todas
as arestas engastadas para a condi¢éo livre de tensdes. Como dado na analise da
Figura 21 (a), corresponde ao inverso do esperado, ou seja, a expectativa € dada para

B =1 apresentar as maiores relagbes de 0™xx/ Oxx, seguidos de =2 e = 3.

Neste caso, verifica-se que para a relacdo wmax/h = 10, a relagao entre tensao
de membrana e tensé&o total atinge os valores de 0,6013, 0,6573 e 0,5888, para =1,
=2 e B=3, respectivamente, onde =2 corresponde a 1,0931 e 1,1163 vezes maior

gue 0S sucessivos outros.

Apesar da relacdo 0™Mxx/ Oxx apresentar uma inversao entre f=1e =2, arazao
o™y / oyy consiste no comportamento da estrutura condizente com a condicdo de
contorno engastado. Desta forma, verificando que as maiores relacdes séo obtidas
para p = 1, sendo seguidas de =2 e f = 3, quantitativamente, estes podem atingir
em 0,6013, 0,3627 e 0,2701, sucessivamente, onde p = 1 corresponde a 1,6578 e

2,2262 em relagéo aos outros dois, respectivamente.
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Ei:
= 0,3

(b)

Figura 31 - Relagdo entre o™/ gjj X Wmax / h - Engastado: Livre de tensdes; (a) 0™xx/ Oxx; (b) 0™y / Gyy

e Caso ll: Caso Indeslocavel

Para o caso de condicbes de apoio indeslocavel, pode-se consultar as
especificacdes na Tabela 3. Com isso, com base na Equacédo (133), referente a
solugdo particular da equacdo diferencial, juntamente com o0s parametros
apresentados na Tabela 6, € possivel determinar as tensdes em funcdo das
coordenadas de qualquer ponto na placa e em funcdo da amplitude dindmica. Assim,
considerando a expressao geral contemplada pela Equacao (133), aplicando-as na
Equacéo (46), tem-se:

i 27X Ar 4r |

4o, COS(TJ cos(Tyj +4¢,, cos(TyJ +
4r*h?E[AQD)]

o =" [A©] ¢2ylcos(4zxjcos(zﬁyj+

XX bZ
27X 2rry 2ry (154)
¢4, 008 == |COS| == |+ ¢, COS| ==

, 3r°h*E( v +1
+[A0] 32a2((1—v2) )
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| cos(zzxjcos[4”yj+4 cos[@j+_

2% a b Dy 0 a
4r°h2E[AM)T

i 2[ ()] 4¢Zlcos(ﬂjcos(—2ZyJ+

a ' a

COS(ZﬂXjCOS(Zﬂ.yJ-F COS(@j (155)
_(01,1 a b Do N |

, 372h2E (B2 +v
+[A©)] 32a’ (S.—vz) )

- . (27X . (4ry ]
20, ,sIn sin +
i ( a ] ( b J

4r’h?E[A®)]" _(4nx) . (2zy
m—=_ 20, . sin sin +
O-xy ab ¢2,1 ( a j ( b j (156)
gn[Zﬂxjﬁn(Z”yj
_?’1,1 a b

Como as maiores tensbes ocorrem no meio do plano e nas coordenadas

m_
W

o

centrais (x =0 e y = 0), as podem ser reescritas conforme as Equacdes (157) e (158).

Vale ressaltar que considerando as equacdes de tensdo, as tensées Oxy Sao
calculaveis. Contudo, considerando a teoria de placas finas de Kirchhoff, estas

tensdes sdo dadas como zero.

162’5 4a’p ]
4p2+1) (B +4)
2Eﬂ2h2[A(t)]2 (8ﬂ2ﬂ"‘2) (ﬂ + ) (1—v2)+
m T a
7w (0.0.1)= 32a*(1-v?) || (g2 +1) (e
_;—22(8—51/2)+3a2v _
1652 . 4 ,
F2+4)  (4p2+1
i ﬂthz[A(t)]z ( +2 ) ( " ) 1—V2)+
Uw(o’oyt)zm LZ (158)
(5+1)
_,82(8—5v2)+3v |
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Considerando que as tensdes de flexdo sdo as mesmas consideradas para as
apresentadas pelas Equacdes (151) e (152), aplicam-se estas tensdes e as tensdes
de membrana, Equacdes (157) e (158), nas relacdes rx e ry, anteriormente ja
contempladas nas Equacdes (113) e (114). Com isso, a variacdo do comportamento
da razao de tensdes de membrana em funcao das tensodes totais sdo dados para caso
em que 3 =1, Figura 32 (a), e para 3 = 2, Figura 32 (b).

Ao contrario do caso ocorrido no simplesmente apoiado, observa-se que tanto
as relacbes 0™x / oxx € o™Myy / Oy S80 maiores quanto maior for a razdo (. Isto &
justificado com a base tedrica utilizada para o caso simplesmente apoiado, onde
verifica-se que o aumento das dimensdes geométricas da placa, B, a diferenca
existente entre as razées o™i/ oii tende a diminuir, de forma que a palca assemelha-

se a uma estrutura reticulada, onde o efeito das tensdes para o menor eixo diminui.

Nota-se que, considerando uma analise quantitativa realizada para as relacfes
0™Mxx / Oxx, 0S valores obtidos para estas ponderando-se parap =1, =2e =3 séo
dadas por 0,7235, 0,7113 e 0,6688, respectivamente. Com isso, verifica-se que para
placas quadradas, o efeito da razdo oc™Mx/ Oxx € apenas 1,71% e 8,17% maior em
comparacao as placas retangulares.

Outrossim, para analises realizadas em o™y / Oyy, Vverifica-se que as relactes
séo dadas por 0,7235, 0,7050 e 0,7004 para =1, B = 2 e B = 3, respectivamente.
Para este caso, nota-se que placas quadradas apresentam as maiores razdes, sendo

ainda 2,62% e 3,29% maior que as outras duas abordadas.
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(b)

Figura 32 - Relagdo entre o™/ gjj X Wmax / h - Engastado: Livre de tensdes; (a) 0™xx/ Oxx; (b) 0Myy/ Gyy

e Caso lll: Caso Deslocavel

O procedimento de determinacdo das tensfes neste caso € semelhante ao
apresentado no caso indeslocavel. Para este sistema, a expressao da funcao de Airy
utilizada foi provada e apresentada na Equacdo (133). Com isso, as tensbes

relacionadas ao esforco de membrana séo:

4o, cos(@j cos(%) +4¢,, cos(MTyj +
: a :

L ArthE[AD)T] Arx 2ry

o =— 2 (02‘1005( " jcos( . ]+ (159)

cos(zngcos(&zy}+ cos(mj
_(01,1 a b Doa b
| cos(zzxjcos(47zyj+4 cos(@j+_
ZP) a b D> o N
4°nE[ AWM T

. [A®)] 4¢21cos(@jcosizibyj+ (160)

’ a

¥y 2
27X 2wy 27X
_gom COs| == |C0S| == | +¢3,008| =

a
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- . (27X . (4ry ]
2@, sIn sin +
f2 ( a j ( b ]

az*h’E[A®)]
on =7 [A®)] 2¢zylsin(4zxjsin(zgyj+ (161)

Y ab
ﬁn(znxjﬁn(Zﬁyj
_(01,1 a b

Como as maiores tensbes ocorrem no meio do plano e nas coordenadas

centrais (x =0 e y = 0), as equacdes acima podem ser reescritas como:

[
2p men2f a2 | (452 +1)  4(p% +4)
on(0,04) =22 Eﬂszz[A(t)] ( /3/; ) (Sﬂ ") (162)
gy W5

g B
22 2| a(ap2+1) (B2+4)
a;‘;(o,o,t)=4ﬂ Ez [ZA(t)] ( ﬂ2+ ) ) (163)
: ﬂ 2 + 5 2
2(p?+1) 108 |

Pelo mesmo procedimento, sao utilizadas as Equacgfes (151) a (152) como as
tensdes de flexdo e as Equacbes (127) e (128), para expressar a razdo entre as
tensdes de flexdo e para o caso das tensdes de membrana. Desta forma, tem-se para

caso em que B =1, Figura 32 (a), e para B = 2, Figura 32 (b), sao:
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(b)

Figura 33 - Relagéo entre o™ / 0jj X Wmax / h - Engastado: Deslocavel; (a) 0Mxx / Oxx; (b) 0™y / Oyy

O comportamento das tensdes do caso deslocavel € préximo ao caso

indeslocavel, para ambas as andlises o™i/ gii a razdo diminui conforme aumenta f.

Contudo, € importante salientar que para o caso indeslocavel, as relacées ™Mxx
| oxx eram ainda proximas devido ao impedimento da estrutura ter livre deslocamento
na direcdo longitudinal. Logo, no caso deslocéavel, proveniente a maior liberdade de
deslocamento lateral, evidencia-se o maior efeito das tensbes de flexdo & membrana,
principalmente quando se avalia na direcdo do menor eixo. Isto € perceptivel quando
se compara as relacdes 0™x/ oxx € aMyy/ Oyy, em que a primeira atinge razdes de 0,6

e a segunda, em 0,7.

De acordo com a Figura 32 (a), para valores de p=1,=2¢ B = 3 sao
observados valores de 0™x / Ox« iguais 0,6281, 0,6057 e 0,5218, respectivamente.
Evidencia-se que o menor valor de 3 gera valores de razdes de tensdes de membrana

e tensdes totais iguais a 3,69% e 20,37% maiores em comparac¢ao com 0s outros dois.

Da mesma forma, na Figura 32 (b), relagdes c™yy/ oyy maiores sao evidenciadas
quando a relagéo B aumenta. Considerando que para =1, p =2 e =3 sao obtidos
as razbes das tensdes de membrana e tensfes totais iguais a 0,6281, 0,5938 e
0,5851, respectivamente. Considerando que o menor valor atingido corresponde a
=1, em comparacdo com =2 e f = 3, estas relacdes podem atingir a 5,77% e 7,34%

maior que o primeiro caso.
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e Resumo das Tensodes

Com base nas equacdes apresentadas para correlacionar a tensdo de
membrana e a tensdo total de cada condicdo de tensdo, € possivel comparar a
variacdo deste comportamento com relagcdo ao apoio e ao eixo. Assim, considerando

para o caso de 3 = 1, tem-se a Figura 34 e para p = 2, Figura 35 (a) e (b).

Conforme o sistema simplesmente apoiado, na Figura 33 é possivel observar
que as maiores relagbes sao apresentadas para o caso indeslocavel, o seu oposto,
livre de tensbes, sdo as menores relacbes. Da mesma forma, este processo é
justificado por conta da influéncia da nao linearidade no sistema, conforme ja
confrontado com a Figura 26. Ou seja, para sistemas com maiores restricbes de
movimentacao lateral, maior a influéncia do efeito de membrana. Da mesma forma,
estruturas com maiores movimentacgdes laterais, como o caso livre de tensoes, o efeito

da membrana € menos preponderante.

Considerando as relacdes quantitativamente, é dado que na Figura 34 a maior
relacao das tensdes é representada pela condicao indeslocavel com 0,7235, seguida
pelo caso deslocéavel e livre de tensdes, com 0,6281 e 0,6013, respectivamente, para
wmax/h = 10. Isto pode ser verificado que o caso indeslocavel € 1,15 e 1,20 vezes maior

gue os casos deslocavel e livre de tensdes, respectivamente.

Para o caso presente na Figura 35 (a), onde € avaliado 0™x / Oxx, € verificado
que, por conta da inverséo apresentada na Figura 31 (a), para wmax’h = 10, a condi¢éo
livre de tensfes apresenta resultado superior ao deslocavel. Desta forma, o resultado
apresentado pelo caso indeslocavel é dado por 0,7113, seguido pelos casos
deslocavel e livre de tensdes, com 0,6057 e 0,6573, sucessivamente. Assim, 0 caso
indeslocavel apresenta-se como sendo 1,17 e 1,08 maior que os casos deslocavel e

livre de tensdes, respectivamente.

Para a Figura 35 (b), o comportamento se segue conforme o esperado, com 0
caso indeslocavel como possuindo as maiores relagdes de c™yy / oyy, seguido do caso
deslocavel e livre de tensdes. Com isto, quantitativamente, verifica-se que o caso mais
restritivo atinge valores de 0,7050 para wmaxh = 10, enquanto os casos deslocavel e

livre de tensdes atingem 0,5938 e 0,3627, nesta ordem.
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3.3. Solucéo das Equacdes Diferenciais

Observa-se que, para este caso, a equacao diferencial que caracteriza o
comportamento dinamico de uma estrutura de placa com efeito de membrana se da

pela Equacéo (106), condicdo simplesmente apoiada, e pela Equacgéo (147).

A determinacgdo da amplitude da placa submetida a carga de exploséo tem por
base as condi¢cdes de contorno da propria placa e da membrana, sendo estas ultimas
possuindo 3 tipos: livre de tensdes, indeslocavel e deslocivel. Conforme cada um, a

rigidez associada a deformacdo faz com que a estrutura possua diferenciadas
amplitudes de vibracdo para uma mesma carga dinamica aplicada.

Visto que a equacéo diferencial possui ndo linearidade, proveniente da rigidez
da membrana, caracterizada pelo parametro Ks, deve-se empregar um método
numerico para soluciona-la. Optou-se por utilizar o método de Runge-Kutta de quarta
ordem. Este processo iterativo corresponde a uma solucao aproximada de equagdes
diferenciais ordinarias e parciais. Para equacdes diferenciais de ordem superior, é
necessario separa-las em um sistema de equacdes de primeira ordem. Por ser um
método iterativo, é necessario especificar um passo de tempo. Nesta pesquisa, como
trabalha-se com intervalos de tempos pequenos, 0 passo a ser considerado, utilizando

o software wxMaxima, é de 0.0001 segundos.

Desta forma, a solu¢cdo com base em tal método se da por meio de um sistema

de equacdes diferenciais de primeira ordem. Com isso, seja:

dA®) _

— —HO (164)

% = P(t) - K,A®M) - K, [AD)] (165)
Onde:

H ) Funcao auxiliar de calculo para resolucédo de equacéao diferencial pelo

método de Runge-Kutta
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Aplicando as duas equacdes acima no método de Runge-Kutta, é possivel
determinar o nivel de amplitude para cada instante de tempo. Apds isso, substitui-se

o valor da amplitude na equacao do deslocamento vertical us.

Com base no deslocamento dinamico obtido a partir do resultado das Equacdes
(164) e (165) e conhecendo o deslocamento estatico da estrutura, Figura 17 a Figura
18 bem como Figura 27 a Figura 30, € possivel determinar o Fator de Amplificacéo
Dinamica (FAD):

W,
FAD = —nax (166)

est

Onde
W... Deslocamento maximo dinamico
W, Deslocamento maximo estatico

Ja com relacdo a auséncia de carga, a equacdo é caracterizada por ser de
vibracéo livre. Sua solucdo é conhecida como Equacédo de Duffing, um modelo de
sistema estrutural que inclui a restauracao nao linear das forgcas (RAND, 2005). Para
este caso, utiliza-se a solucao de funcgdes elipticas de Jacobi. Neste caso, a solucéo
sugerida por Yamaki (1961) e por Soudack (1964) é dada por:

A(t) = ACn(At k) (167)
Onde:

k Funcéo de condic¢des iniciais da integral eliptica de Jacob

A Coeficiente da integral eliptica de Jacob

Relagao entre amplitude e espessura da placa. Coeficiente utilizado nas
integrais elipticas de Jacob

Substituindo a Equacéao (167) na (71), considerando vibragao livre, tem-se:

~A*ACn(1-k*)+ K ACN—2k* A ACn® + K,ATCn® =0
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Com isso é possivel determinar que:

/ KaAy

k= [—2— 1

2(K, +K;A) (168)

A=K, + KA (169)
O processo de demonstracao desta equacéo diferencial de vibracéo livre esta

contemplado no APENDICE D.

Considerando que a vibragcdo livre € o comportamento que determina as
frequéncias naturais da estrutura, pode-se obter o periodo ndo linear da estrutura

diretamente a partir das funcdes elipticas. Com isso:

(170)

- (171)
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4. RESULTADOS NUMERICOS

Este capitulo de resultados pretende avaliar o comportamento dindmico tanto
da placa, quanto do carregamento nela imposto. Especificamente, sera estudado o
desempenho da carga explosiva considerando a influéncia da fase positiva e a carga
negativa, sendo estas representadas pelas equacdes de Friedlander e cubica,

respectivamente.

Este processo vem a contemplar o estudo de deslocamentos maximos
conforme a variagdo da massa de TNT e a distancia escalar Z, localizados no meio
da placa, bem como a verificacdo do tempo de duracdo da fase positiva com relacao
aos periodos naturais lineares da estrutura, além da influéncia da espessura da placa
com relacdo a amplitude. Além disso, o Fator de Amplificacdo Dinamica (FAD) da
placa é avaliado para cada tipo de condicdo de contorno de membrana e sua

comparacgao com a analise linear da estrutura.

Vale ressaltar que para este trabalho foi realizada a formulagédo e
equacionamento de placas submetidas a carregamento explosivo, considerando 0s
efeitos de flexdo e membrana, para dois tipos de condicbes de contorno:
simplesmente apoiado e engastado em todas as faces. A fim de ndo tornar o trabalho
extenso, para a andlise de resultados é apresentado somente o caso de apoio simples,

visto que o processo para engaste € similar.

Além disso, é importante ressaltar que um estudo aprofundado com relacéo as
tensdes da estrutura nao foi realizado porque a equacao de deslocamento vertical da
placa é representada pelo primeiro harménico, Equacgbes (68) e (129). Tal
aproximacédo é valida para que o sistema tenha apenas um grau de liberdade na
analise dindmica, porém a correta representacdo do comportamento da placa deve

ser obtida por meio de uma série de Fourier com um nimero adequado de termos.

Este primeiro harmoénico apresenta resultados satisfatérios com relacdo ao
deslocamento, porém avaliando as tensdes (que séo obtidas pela segunda derivada)
0 erro torna-se grande, quando comparadas ao real comportamento da estrutura,
principalmente quando é considerada a nédo linearidade geométrica do sistema. Isso

pode ser verificado realizando um estudo numeérico estatico de uma placa quadrada,



111

submetida a um carregamento uniformemente distribuido, no software ABAQUS
(2014) versao 6.14-1.

Considera-se, salvo onde explicitamente especificado, que as condic¢des fisicas

e geométricas da estrutura de placa e as caracteristicas de carga sao dadas conforme
a tabela abaixo:

Tabela 8 - Relagdo parametros para analise dindmica

Parametros Valor
Maodulo de Young (E) 200 GPa
Espessura da placa (h) 0,005 m
Dimenséao na dire¢do x 1m
Relacéo a/b (B) 1
v 0,3
P 7700 kg/m3
WnT 10 kg
Y4 5m / kg3
Tipo de exploséo Esférica

Com isso, a configuracao da estrutura pode ser dada com base na Figura 36
apresentada a seguir:

Figura 36 — Caracteristicas geométricas da placa

Desta forma, considerando as especificacdes de caracteristicas geométricas e
fisicas da estrutura estipuladas na Tabela 8, para a condicdo de contorno de apoio
simples do tipo indeslocavel e um carregamento de pressdo de 0,03 MPa, para
elementos do tipo S4R com comprimento de 50 mm (20 elementos por lado)

distribuidos numa malha regula, conforme apresentado pela Figura 37.
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Figura 37 — Malha de 50 mm com elemento S4R

Com relacdo aos, foram obtidos analiticamente (com o auxilio do software

wxMaxima) e numericamente (com o auxilio do software ABAQUS):

Tabela 9 - Resultados de deslocamentos e tensdes obtidos analiticamente e numericamente

Deslocamento (mm) Oxx € Oyy (MPa)
Software utilizado - . Andlise Nao . . Analise Nao
Andlise Linear . Analise Linear .
Linear Linear
wxMaxima 54,52 9,49 384.35 120,90
ABAQUS 53,31 8,80 343.41 93,82
Erro (%) 2,26 7,83 11.92 28,86

A distribuicdo das tensBes Oxx € Oyy, considerando uma andlise com n&o

linearidade geométrica, podem ser contempladas na Figura 38:

(@) (b)

Figura 38 — Distribuicdo das tensdes. (a) ox e (b) oyy

E possivel verificar, com base nos resultados apresentados pela Tabela 9, que

0 erro obtido nos deslocamentos € ainda considerado satisfatorio, sendo, portanto,
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valida a andlise dindAmica do sistema. Contudo, considerando o calculo do erro em
comparacao com o resultado obtido pelo ABAQUS, a analise néo linear se aproxima
a 30% de discrepancia nas tensdes. Conforme apresentado, o resultado analitico
apresenta-se conservador por conta da equacao de deslocamento vertical utilizada,

representada pelo primeiro harmdnico.

Antes do processo de avaliagdo do comportamento estrutural para a analise
dindmica, é importante realizar o estudo de carga em que este trabalho se insere. Ou
seja, 0 escopo do trabalho foi baseado em uma estrutura de placa submetida ao

carregamento explosivo.

Este tipo de carregamento possui uma regido de sobrepressao e uma segunda
fase de sobpresséo (caracterizada por gerar pressdes abaixo da pressdo ambiente),
como é apresentado na Figura 6. A area entre as curvas e 0 eixo da abscissa é
caracterizada como o impulso gerado pela pressdo exercida em um intervalo de
tempo. Desta forma, o primeiro intervalo de tempo, 0 <t < t,, é caracterizado pelo
impulso positivo e o segundo intervalo, t; <t < t; + t;, é caracterizado pelo impulso

negativo.

Desta forma, para cada um dos tipos de explosdes (esférico e hemisférico) é
realizado o estudo da influéncia do impulso da fase negativa com relagdo ao impulso

total do sistema, conforme apresentado na Figura 39 a seqguir:

07 —— ———ry —
Explosdo Hemisférica

Explos&o Esférica —=

06

0.5

0.4

0.3

g {ig+ig]

0.2

0.1

Z(m/kg'?)

Figura 39 - Relacé@o impulso negativo com o impulso total
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De acordo com o gréfico apresentado pela Figura 39, observa-se que em
ambos os tipos de exploséo, existe uma influéncia progressiva da fase negativa, a
medida que ocorre um aumento da distancia escalar Z. Com isso, avalia-se que é
necessaria a incorporacdo do estudo da fase negativa nas consideracdes de analise
dindmica das estruturas. Considerando que a equacao cubica é valida para Z =2 5
m/kg'?, a influéncia da fase negativa é equivalente a, no minimo, 50% da energia

transmitida ao sistema.

Avaliando, agora, o comportamento dinamico, verifica-se o deslocamento
vertical da placa. Este processo é realizado comparando os 3 tipos de condi¢des de
tensdo de membrana: livre de tensfes, indeslocavel e deslocavel. Desta forma,
considerando as caracteristicas abordadas pela Tabela 8, o comportamento

oscilatorio pode ser observado na Figura 40:
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0

max (m)

=-0,01
-0,02
-0,03
-0,04

t(s)

——Indeslocavel ——Deslocavel ——Livre de Tensoes

Figura 40 — Comportamento oscilatério para o caso simplesmente apoiado

Na Figura 40 observa-se a diferenca de periodo para os trés casos, acarretando
uma discrepéncia de amplitude em cada sistema. Averigua-se, ainda, que o sistema
de livre de tensdes, por ser um tipo de condicdo de contorno que permite a mobilidade
total do sistema, acarreta maiores amplitudes para a placa. Em contrapartida, o
sistema indeslocavel, por ser o sistema que ndo permite mobilidade do apoio

(somente para rotacéo), € o que acarreta menores amplitudes.

Com base nas informacdes apresentadas pela Figura 40, tendo as informacdes
fisico-geométricos do material disponiveis na Tabela 8, verifica-se que o maior

deslocamento € dado pela condicao livre de tensdes sendo no valor de -0,03480 m no
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tempo de 0,01557 s. O valor intermediario é dado pelo caso deslocavel, ocorrendo
aos 0.01397 s com amplitude de 0,02845 m. Por ultimo, o caso indeslocavel apresenta
0 maximo deslocamento no tempo de 0,01137 s com amplitude de 0,01781 s. De
acordo com estes dados, verifica-se que, com base nas informac¢fes da Tabela 8, o
caso livre de tensbes apresenta um deslocamento maximo vertical de 22,31% e

95,39% maiores que 0s casos deslocaveis e indeslocéaveis, respectivamente.

Paralelamente a este processo, avalia-se a influéncia da fase negativa sobre o
sistema estrutural ao comparar-se a utilizacdo ou ndo da equacao cubica, Figura 41
(@). Além disso, também é verificado os intervalos de tempo em que cada fase
(positiva, negativa e auséncia de carga) é imposta na estrutura, conforme Figura 41
(b). Considerando o caso para apoio simples livre de tensdes, € possivel avaliar a

diferenca do pico de pressao ocasionada pelas duas formulacées.

De acordo com a Figura 41 (a) apresentada, € possivel verificar que a
consideracdo da fase negativa como carga de solicitacdo acarreta em um
deslocamento maior na estrutura, ndo somente no intervalo de tempo que ocorre a

prépria fase negativa, mas também durante a vibracao livre da estrutura.

Verificando o comportamento oscilatério para o caso que considera somente a
fase positiva no fenbmeno da explosao, o maior deslocamento é dado por 0,02559 m,
ocorrendo na vibracéo livre. J& considerando a fase negativa, 0 maior deslocamento
€ dado por 0,03480 m no tempo de 0,01557 s, como abordado acima, caracterizando
um aumento de 36%. Os outros picos e vales ocorrem na fase de vibracao livre, sendo
0 deslocamento maximo de 0,03216, caracterizando um aumento de 25,67% em

comparacao a curva de consideracdo somente a fase positiva.

A Figura 41 (b), esta é caracterizada pela discretizacdo das fases, ou seja,
apresentacao dos intervalos de tempo que atuam as fases positiva, negativa e
vibracéo livre. Nesta figura, observa-se 0s picos e valores representantes por todas
estas fases. Durante a fase do carregamento de sobrepressao, a amplitude maxima
atingida corresponde a 0,02558 m, ocorrido em 0,00677 s. Durante a fase negativa, a
maior amplitude é de 0,03480 m registrada aos 0,01557 s. Finalmente, durante a fase
de vibracao livre, as maiores amplitudes correspondem a 0,03216 m durante os picos
e vales do movimento oscilatorio. Com base nisso, é possivel observar que a maior
amplitude registrada pela estrutura se localiza no intervalo de tempo que a fase

negativa atua, correspondendo a 36,04% e 8,20% maior que as fase positiva e
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vibracao livre, respectivamente. Além disso, a fase negativa representa a solicitacdo
que possui maior duracdo que a fase positiva, ou seja, 0,01648 s comparados a
0,00677 s, respectivamente. Por conta disso, o impulso da estrutura durante a fase

negativa tende a ser maior.
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Figura 41 — Comportamento oscilatdrio do sistema, 3 = 1. (a) Comparacao entre a utilizagédo da
Equacao Cuibica com a sua ndo consideracgéo; (b) Apresentacao das fases para a consideracao da
fase negativa

De forma a analisar os periodos da estrutura, averigua-se o comportamento
quanto a razao dos periodos néo linear (Tnc) e linear (TL) com relacdo a razdo Wmax/h.

O periodo né&o linear é calculado com base na solugdo da equacgédo de Duffing,
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conforme apresentado no capitulo 3. Desta forma, a Figura 42 apresenta o
comportamento do periodo com relacéo aos trés tipos de apoios simples:
1
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Figura 42 — Relag@o Tne / TLX Wmax / h
Com base na Figura 42, observa-se que a frequéncia da estrutura €

diretamente dependente do grau de nédo linearidade do sistema. Com isso, para
estruturas com maiores restricées, como o caso do sistema indeslocavel, a influéncia
do periodo n&o linear torna-se relevante. Paralelamente, para o caso livre de tensdes,
h& menor influéncia da rigidez da membrana e, consequentemente, menor relevancia

do periodo néo linear.

Paralelamente, é importante avaliar o processo de influéncia da massa de TNT
no sistema a medida que ocorre a variacdo da distdncia escalar Z. Mais
especificamente, como a massa e o parametro Z influenciam em uma analise dinamica
considerando ou néo a fase negativa para cada condi¢édo de tenséao (livre de tensdes,
indeslocavel e deslocavel). Nas Figura 43 a Figura 45 sao apresentados o0s
comportamentos da estrutura (relacdo wi/wmax) quando sdo variadas as distancias
escalares (Z) e o uso ou nao da equacao negativa na formulacdo. Estes graficos foram
desenvolvidos com base nas caracteristicas fisico-geométricos da estrutura presentes

na Tabela 8.

Para a Figura 43, observa-se que para massas de TNT abaixo de 80 kg, torna-
se extremamente relevante o uso da fase negativa (para este trabalho, equacao
cubica) nas considera¢cdes do comportamento dinamico da placa. Isto é intensificado
para valores menores de Z, que gera as maiores relacdes wi/wmax. Ainda pode ser

analisado que para estruturas com menos restricdes, esta mesma relagao torna-se
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menor (vide Figura 43), ja que a placa pode mover-se livremente. Ja para massas
maiores que 80 kg, o uso da fase negativa na formulacéo torna-se irrelevante quando
se € analisado os deslocamentos maximos da placa. Isto é representado pela curva
“Limite” representada no grafico, onde representa a fronteira entre a relevancia ou nao
do uso da fase negativa na analise dos deslocamentos. Esta curva, “Limite”, foi criada
com base nas andlises realizadas para distancias escalares Z, variando de 5 m/kg'?

a 34 m/kg'3, a um intervalo de 5 m/kg®?3.

De acordo com o grafico presente na Figura 43, nota-se que as maiores
relacdes de wi/wmax S80 encontradas para os menores valores de Z. Considerando
uma massa de Wrnt = 100 kg, as relaces encontras para Z =5 m/kg3, Z = 15 m/kg?/3,
Z = 34 m/kg"® sdo de 5,01728, 2,29974 e 1,25949, respectivamente. Ou seja, a
relacdo de wi/wmax para Z = 5 m/kg'® corresponde a 2,18167 e 3,98358 vezes maior

gue as outras duas relagcbes apresentadas.

55

5

Wyt (k)
Z=5m/kgtL/3 (POS + NEG)  seeeeeees Z=5m/kg /3 (POS)
----- Z=15m/kg /3 (POS + NEG) - - —=Z=15m/kg /3 (POS)
— . = Z=34m/kgL/3 (POS + NEG) — —Z=34m/kgrl/3 (POS)

= limite

Figura 43 - Variagdo wi / Wmax por Wint (kg) e de Z (m/kg*3), caso livre de tensdes e B = 1
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Figura 44 - Variagdo wL / wmax por Wt (kg) e de Z (m/kg*3), caso indeslocavel g =1
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Figura 45 - Variagdo w. / wmax por Wint (kg) e de Z (m/kg*3), caso deslocavel e f =1
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O mesmo comportamento é constatado para o caso indeslocavel, Figura 44,
onde para massas de TNT até 40 kg a insercdo da funcdo de sobpressao torna-se
imprescindivel para a analise de deslocamentos. Contudo, acima de 40 kg, torna-se
irrelevante sua consideracdo para a verificacdo dos maximos deslocamentos da placa.
Isto é representado pela curva “Limite”, que foi concebida analisando as comparagdes
de deslocamentos maximos considerando ou ndo a fase negativa, em um intervalo de

5 m/kg'® a 34 m/kg'?3, a um intervalo de 5 m/kg/s.

Da mesma forma, de acordo com o grafico presente na Figura 44, nota-se que
as maiores relagfes de wi/wmax S80 encontradas para os menores valores de Z.
Considerando uma massa de W1nt = 100 kg, as relagdes encontras para Z = 5 m/kg®3,
Z = 15 m/kg'®, Z = 34 m/kg® sdo de 8,93478, 3,73649 e 1,69595, respectivamente.
Ou seja, a relacdo de wi/wmax para Z = 5 m/kg'® corresponde a 2,39122 e 5,26830

vezes maior que as outras duas relagdes apresentadas.

Finalmente, o processo para o caso deslocavel é similar aos casos livre de
tensdes e indeslocavel, inclusive para a obtengao da curva “Limite”. A distincdo se da
pelos resultados obtidos com relacéo as relagées Z = 5 m/kg'/3, Z = 15 m/kg'3,Z = 34
m/kg'®, considerando uma massa de Wt = 100 kg. Para estes, encontram-se
relages wi/wWmax de 6,02377, 2,65845 e 1,36494, ou seja, a relacéo para Z = 5 m/kg/3
corresponde a 2,26653 e 4,41321 vezes maior que as outras duas, respectivamente.

Além disto, é interessante constatar que as maiores relacdes Wi/Wmax SA0
obtidas pelo caso indeslocavel. Realizando uma comparacdo entre os trés casos
apresentados, considerando Z =5 m/kg'/?, o caso indeslocavel possui a razao wWi/Wmax

48,32% e 78,08% maior que os casos deslocavel e livre de tensbes, respectivamente.

Seguidamente a este processo, apresenta-se o comportamento da variacao
da relagcdo wmax/h conforme o avango de Z (m/kg/?), Figura 46 e Figura 47, com base
nas caracteristicas fisico-geométricas da placa, conforme abordada na Tabela 8.
Avaliando a primeira figura, por ser considerada uma placa = 1, o comportamento
da placa com relagdo a vibragdo torna-se um tanto proxima para quando Z = 10
m/kg'?, ou seja, inexpressivo para a variacdo da massa, conforme a condicdo de
tensdo. Com relagdo ao decaimento de Z, sdo apresentadas maiores amplitudes
proporcionalmente a massa de TNT, ja que menores Z implicam em maiores cargas.
Outrossim, vale salientar que para esta condi¢céo a influéncia da massa de TNT em

geral é pequena, conforme pode ser observado pela proximidade das curvas.
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Desta forma, considera-se a comparacéo do caso livre de tensdes quando sé&o
aplicados 10 kg e 5000 kg de TNT, para Z = 5 m/kg'3. Verifica-se, na Figura 46, que
a massa de 5000 kg acarreta em uma relagcédo wmax/h de 7,58197, sendo 8,91% maior

gue o resultado obtido para 10kg.

Para o caso deslocavel e indeslocavel, as relagfes wmax/h encontradas para
uma massa de 5000 kg foram de 6,19855 e 4,05848, respectivamente. Estes
resultados correspondem a 8,92% e 13,91% maiores quando comparados aos seus

respectivos de massas 10 kg.

Contudo, para o Z = 34 m/kg!3, as maiores amplitudes sdo constatadas para
massas de W = 10kg, visto que maiores Z acarretam em menores pressdes no
anteparo e que, de forma que obedeca a Equacéo (51), a distancia do anteparo (R)
deve diminuir. Neste caso, avaliando para Wrnt = 10 kg, os as relagdes obtidas para
0s casos livre de tensdes, deslocavel e indeslocavel sdo 2,02249, 1,81760 e 1,33254,
respectivamente. Comparando com os resultados de wmax/h para massa de Wrnt =

5000 kg, aqueles séo 5,57%, 2,88% e 4,73% maiores que estes.

Considerando a Figura 47, € possivel observar que a placa, por ser de
caracteristicas geométricas B = 2, comeca a apresentar uma maior influéncia da
quantidade de TNT. Por conta disto, a implicacdo de massas maiores ocasiona
maiores amplitudes para todas as condicbes de tenséo, ou seja, livre de tensdes,
indeslocavel e deslocavel. Além disso, verifica-se que com maiores Z, 0s

deslocamentos se assemelham, conforme a massa de TNT a ser utilizada.

Avaliando os resultados obtidos pela Figura 47, verifica-se que para Z = 5
m/kg® e uma massa de Wint = 5000 kg tem-se as relacdes wmax/h de 4,59440,
1,94296 e 2,78641 para os casos livre de tensdes, indeslocavel e deslocavel,
respectivamente, sendo 3,80251, 1,58555 e 2,19172 vezes maiores que os resultados
obtidos para Wt = 10 kg. Com relacdo a Z = 34 m/kg'/3, pode-se assumir para Wint
= 10 kg, todos os casos convergem para uma média wmaxh de 0,29411, enquanto
Wrnt = 5000 kg atinge uma média wmax/h de 0,41410.
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Indeslocéavel - 10 kg de TNT - - - - Indeslocéavel - 5000 kg de TNT
Deslocavel - 10 kg de TNT - - - - Deslocavel - 5000 kg de TNT
Livre de Tensdes - 10 kg de TNT - - -~ Livre de Tensdes - 5000 kg de TNT
Figura 46 - Variacdo Wmax / h x Z conforme Wrnr, B =1
5

0
5 10 15 20 25 30 35
Z (m/kgl/3)
Indeslocéavel - 10 kg de TNT - - - - Indeslocavel - 5000 kg de TNT
Deslocavel - 10 kg de TNT - - - - Deslocavel - 5000 kg de TNT
Livre de Tensbes - 10 kg de TNT - - - - Livre de Tensdes - 5000 kg de TNT

Figura 47 - Variagdo Wmax / h x Z conforme Wnr, B =2
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As proximas consideragfes sao correlacionadas ao Fator de Amplificacao
Dinamico (FAD), variando conforme a razdo tempo de duracdo da fase positiva /
periodo natural linear da estrutura aumenta, Figura 48 e Figura 49, cuja frequéncia
natural linear corresponde a 24,33 Hz. Além disso, considera-se que a estrutura esta
submetida ao carregamento dindmico referente a equacéao de Friedlander e & equacao

Cubica, conforme presente na Equacao (62).

2
1,8
1,6
1,4
1,2
(m)
E 1
0,8
0,6
0,4
0,2
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
ty/ T,
Indeslocavel, Z=5m/kg"1/3 = ----- Indeslocéavel, Z = 34 m / kg"1/3
Deslocavel,Z=5m/kg*/3  ----- Deslocavel, Z = 34 m / kg"1/3
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Figura 48 — Relacdo FAD e ta / T, B =1
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Figura 49 — Relagcdo FAD e tq / T, B =2
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Em ambos os graficos, Figura 48 e Figura 49, o sistema indeslocavel acarreta
um crescimento do FAD mais acelerado, visto que corresponde a condi¢cdo de
contorno com maiores restricdes, intensificando o efeito da membrana, como também
é observado na Figura 42. Ou seja, para Z = 5 m/kg'® a taxa de crescimento média,
considerando B = 1, corresponde a 18,56 e para p = 2, corresponde a 12,74.

Nota-se que para Z = 5 m/kg'® o valor de FAD aproxima-se de 1.4 para as
condicbes de indeslocavel, deslocavel e livre de tensdes, tanto para = 1 quanto § =
2, sendo que este montante € atingido para p = 1 e relacdes ta/TL de 0,1145, 0,1443 e
0,1608, respectivamente. Outrossim, para p = 2, as relacfes td/TL apresentadas séo
de 0,2130, 0,2684 e 0,3499, respectivamente.

Com isso, a diferenca entre os picos apresentados na Figura 48 e Figura 49 é
justificada pela influéncia do periodo natural ndo linear da estrutura. Pode-se averiguar
para os casos indeslocavel, deslocavel e livre de tensdes que, para Z = 5 m/kg!?, os

fatores de amplificac@o sao préoximos, com diferenca dada para ta/Tv.

Avaliando para Z = 34 m/kg'® e com B = 1, verifica-se que ha um aumento tanto
do FAD quanto para a razao t¢/TL a medida que a placa possui mais mobilidade lateral.
Desta forma, para o caso indeslocavel é verificado que FAD corresponde 1,70 para
ta/TLigual & 0,2865, o sistema deslocavel € dado que FAD vale 1.73 com ta/TL sendo
0,3359 e para o caso livre de tensdes, FAD vale 1,75 com td/TL sendo de 0,3542.
Outrossim, para Z = 34 m/kg'® com B = 2, para os casos indeslocavel, deslocavel e
livre de tensbdes, o FAD relacionado corresponde a 1,79, 1,81 e 1,82. Contudo, para o
caso P = 2, verifica-se que para os 3 casos de condi¢cdes de tensbes de membrana, o

fator de amplificacdo sucede na mesma razao tq/TL, ou seja, 0,39429.

O mesmo € averiguado para os vales presentes nas Figura 48 e Figura 49.
Considerando Z = 5 m/kg® e B = 1, verifica-se os fatores de amplificacdo dinamica
sao proximos a 1,25 e arazao tq/TL € dada por 0,2026, 0,2529 e 0,2815 para 0s casos
indeslocavel, deslocavel e livre de tensfes, respectivamente. Outrossim, para a
mesma solicitacdo de carregamento, porém para a geometria 3 = 2, para 0S casos
indeslocavel, deslocavel e livre de tensbes, tem-se FAD 1,24 com td/TL de 0,3536,
FAD 1,22 com ta/TL de 0,4287 e FAD 1,18 com ta/TL de 0,5614, respectivamente.

Avalia-se para Z = 34 m/kg"® com B = 1, para os casos indeslocavel, deslocavel
e livre de tens@es, tem-se FAD 1,30 com ta/TL de 0,5067, FAD 1,29 com ta/TL de 0,5997
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e FAD 1,28 com ta/TL de 0,6395, respectivamente. Com relagéo a g = 2, FAD pode ser
aproximado para 1,26, sendo as relagdes de td/TL 0,7029, 0,7230 e 0,7295, para 0s

casos indeslocavel, deslocavel e livre de tensdes, sucessivamente.

Para as Figura 48 e Figura 49 apresentadas com base no FAD, verifica-se que
a implicacdo da carga com Z = 34 m / kg'/® acarreta maiores fatores de amplificacédo
dinamica. Apesar do impacto para Z =5 m / kg'/® ser maior, o calculo do deslocamento
estatico € dado como a carga estética, sendo a pressdo maxima gerada pela distancia
escalar. Desta forma, para distancias escalares menores, sdo obtidas as maiores

sobrepressoes e, para este caso, acarretam FAD menor.

De forma complementar, para a geracdo dos graficos de FAD, foram
introduzidas as mesmas condi¢des de input de dados para realizar o looping (vide
Tabela 8). Com isso, como o periodo linear da estrutura € sempre o0 mesmo (para uma
dada condig&o de contorno e caracteristicas geomeétricas da estrutura), para menores
valores de Z e considerando que a variacdo da massa de TNT € a mesma, o intervalo
do tempo de duracdo da fase positiva € menor, ocasionando uma interrup¢do do

grafico de Z =5 m/ kg'® antes com relagdo a Z = 34 m / kg'/3.

A existéncia dos picos e vales, nas Figura 48 e Figura 49, podem ser justificados pelo
periodo da placa e da carga estarem préximos. Isto péde ser analisado com base nas
transformadas de Fourier (FFT) dos periodos néo lineares da placa e da carga,

conforme é possivel verificar nas Figura 49 a Figura 54.
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Figura 51 — Relagdo Tcarga € FFT da carga - deslocavel, Z =5 m/kg® e B = 1. (a) Pico; (b) Vale
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Figura 55 — Relagdo Tcarga € FFT da carga — livre de tensdes, Z = 34 m/kg'® e B = 1. (a) Pico; (b) Vale

Finalmente, das Figura 56 a Figura 59 sédo apresentadas o comportamento da

estrutura, quanto a amplitude, para com a variacdo da massa conforme ocorre a

alteracdo da espessura da placa.

Observa-se que, com base nas Figura 56 a Figura 59, para as consideracdes

de Z =5 m/ kg'® tem-se as maiores relacées de amplitudes linear com amplitude total,

visto que para menores disténcias escalares Z acarretam as maiores sobre pressoes

na estrutura. Isto € intensificado em casos em que o efeito da membrana é relevante

(indeslocavel) e diminui conforme a possibilidade de movimentagdo lateral da

estrutura aumenta (livre de tensoes).
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Indeslocavel (h=0.006m) = ====- Indeslocavel (h = 0.010 m)
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Figura 56 — Relag&o Wi / Wmax X WnT, Z=5m /[ kg'3, B =1
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Figura 57 — Relacdo wL / wmax X WTNT, Z=5m / kg1/3, 3 =2
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Figura 59 — Rela¢&o wi / Wmax X W1nt, Z =34 m / kg'?, B = 2

Nos quatro gréaficos apresentados, Figura 56 a Figura 59, observa-se que para
placas com espessuras maiores, a relacdo de wi/wmax tende a 1. Isto implica que

maiores espessuras de placas acarretam ser irrelevante a consideragcao da nao
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linearidade geométrica no sistema. Este fendmeno é intensificado quando a carga a
atuante € pequena e a relacéo entre as dimensdes da placa € maior, como pode ser
observado na Figura 59. Em contrapartida, maiores sobrepressdes (Z = 5m/kg'/?)
juntamente com placas esbeltas geram as maiores relacdes wi/wmax, intensificando a

consideragao da néao linearidade no sistema, conforme Figura 56.

E possivel ainda avaliar que o sistema livre de tensdes apresenta uma razao
de amplitudes proxima a 1 quando as dimensbes da placa sao alteradas,
independente da intensidade da carga (Figura 57 e Figura 59). Isto pode ser justificado

pela maior movimentagéo lateral da estrutura.
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CONCLUSOES

Neste trabalho, foi desenvolvida uma formulacdo para placas delgadas,
verificando a influéncia do da membrana, com base na teoria de von Karman,
submetidas a cargas explosivas. Para o carregamento, foram consideradas a equacéo
de Friedlander, como a fase de pressdo positiva, e a equacdo cubica como
caracterizacao da fase de presséo negativa. A solucéo para as equacoes diferenciais

resultantes deu-se pela implementacdo do método numérico de Runge-Kutta.

Com base nas caracteristicas da carga, de acordo com os abacos fornecidos
por Rigby (2014), avaliou-se o efeito do impulso da fase negativa com relacdo ao
impulso total do sistema (impulso da fase positiva somado ao impulso da fase
negativa). De acordo com esta relacéo, observou-se que para distancias escalares (2)
maiores que 10, a influéncia da fase negativa corresponde a, no minimo, 50% com
relacdo ao impulso total. Visto isso, averiguou-se a importancia do uso da fase

negativa para avaliar o comportamento da estrutura quanto aos deslocamentos.

De forma a facilitar o processo de analise do comportamento da placa, com
base nos abacos fornecidos por Rigby (2014), verificou-se a importancia de
desenvolver equacdes que determinassem o valor dos parametros, presentes nas
expressodes de explosdo, em fungéo da distancia escalar do elemento e da massa de
TNT.

De acordo com o processo de formulacéo, avaliou-se que o carregamento de
explosdo faz com que grandes deslocamentos sejam gerados na estrutura,
ocasionando a necessidade da implementacéo do efeito da membrana nos calculos,
visto que uma andlise somente com a rigidez a flexdo provoca amplitudes

discrepantes em comparacao com a introducéo do efeito da membrana.

Na introducéo do efeito da membrana, devem ser implementadas 3 condicdes
de tensdo tanto para a placa apoiada como engastada: livre de tens@es, indeslocavel
e deslocavel. Neste sentido, a membrana realiza um papel fundamental na rigidez
total da placa, constatando-se que para estruturas com maiores restricbes nas
condi¢cbes de contorno (caso indeslocavel) ha uma maior contribuicdo da rigidez da
membrana no sistema. De outro modo, no caso onde a estrutura permite uma maior

movimentacgao lateral dos bordos (caso livre de tensdes) a influéncia do efeito da
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membrana torna-se pequena, principalmente quando a razdo entre as duas
dimensdes do plano da placa € maior que 2. O caso intermediario (caso deslocavel) €
caracteristico por permitir a movimentacao da estrutura de forma igual entre os bordos,
por isso os resultados encontrados sdo intermediarios ao livre de tensdes e ao
indeslocavel. Todo este processo pode ser avaliado pela apresentacdo da relacao
entre os periodos linear e ndo linear da estrutura, onde as maiores influéncias sdo

contempladas pelo caso indeslocavel.

Pelo fato de o sistema livre de tensdes apresentar menor rigidez de membrana,
presenca do parametro Ks, averiguou-se que este caso apresenta 0s maiores
deslocamentos verticais. Contudo, a modificagdo de alguns parametros pode
ocasionar que a influéncia do efeito da membrana seja irrelevante, como o aumento
da distancia escalar Z, da espessura e da relacdo geométrica . A modificacdo destas
caracteristicas geométricas da estrutura e da carga ocasionam que a escolha de uma
condi¢éo de tenséo indeslocéavel, deslocavel ou livre de tensdes seja desprezivel para

a avaliacao dos deslocamentos.

De forma complementar, foi avaliado o Fator de Amplificacdo Dinamico (FAD)
da estrutura, apresentando-se como uma curva gque possui picos e vales no seu
desenvolvimento. A presenca do pico pode ser caracteristica da frequéncia
fundamental da carga ser proxima a frequéncia dos harmonicos da estrutura. O fato
de estes picos e vales ocorrerem em abcissas diferentes para cada condicdo de
contorno evidencia que o parametro relevante na consideragdo dos harménicos da

placa € o periodo néo linear.

Sugestdes para trabalhos futuros

Com base nas conclusdes obtidas neste trabalho, algumas sugestbes para

futuros trabalhos podem ser apresentadas, tais como:

e verificar o comportamento da placa deste trabalho com as outras
equacbes de fase negativa mencionadas, avaliando para diversas distancias

escalares (2);
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e avaliar o comportamento da estrutura atravées da equacao de
deslocamentos verticais com presenca dos harmdnicos superiores, de forma a
verificar as tensdes na mesma com maior precisao;

e consideracdo da solicitacdo de carga explosiva para placas de Mindlin.
Neste caso, é importante avaliar o comportamento de placas espessas e a influéncia
do efeito do cisalhamento desse tipo de estrutura, visto que neste trabalho apenas
realizou-se a formulacéo para placas delgadas com comportamento a flexéo e efeito
de membrana,;

¢ 0 material considerado neste trabalho € um ago de comportamento linear
elastico, sem patamar de escoamento. A sugestao a ser dada é que outros tipos de
materiais sejam empregados de forma que seja possivel estudar a ndo linearidade
fisica do mesmo e/ou sua plastificacéo;

e avaliar o comportamento de placas compdsitas, ou seja, como diversas
camadas presentes na placa podem influenciar o efeito de deslocamentos verticais e
distribuicbes associadas, com base no carregamento dinamico tratado neste trabalho;

e avaliacdo dos efeitos que placas com enrijecedores podem apresentar,
verificando como as amplitudes ao longo do tempo séo afetadas, bem como as
tensoes;

e avaliacdo dos efeitos da placa submetidas ao carregamento explosivo

em locais confinados.
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APENDICE A

Para este topico € demonstrada a equacéo da dinamica com base na teoria de
placas de Kirchhoff, considerando apenas os esforcos de flexdo e a estrutura

submetida ao carregamento explosivo. Esta abordagem corresponde a teoria basica

de dinamica.

Com base nisso, sdo abordadas solucdes para dois tipos de sistemas de

apoios: simplesmente apoiado em todas as arestas e engastado em todas as arestas.

A.1l. Condicao de Contorno: Simplesmente Apoiado em Todas as Arestas

A onda de pressédo possui como meio de choque uma estrutura de placa. Em
um primeiro momento, a solucao é dada pela expresséao positiva. Apés, € realizado o
equacionamento da parte negativa. Para a solucao da equacédo de pressao, GUPTA

(1987) apresenta a solucdo com base na equacao Lagrangeana:

df oK | oy _ ow A1)
dtl dAt) ) SA(t) OA(t) '

Onde:
K Energia cinética da estrutura
U Energia de deformacéo da estrutura
W Trabalho externo aplicado na estrutura
A(t) Amplitude da estrutura proveniente da carga dinamica

A solucao da equacdao diferencial € assumida conforme a série de Navier, como

ja abordada na Equacéo (68):

_ X y
u, = A(t)cos( a J.cos( . j (A.2)
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Para determinar os valores das energias acima apresentadas, segue-se a
formulac@o apresentada por TIMOSHENKO (1959). Com isso, a energia cinética é

dada por:
al2 bi2 2 2
K=1m]| j(d“zjdxdyzab_mKWJ (A2)
2 —al2-b/2 dt 8 dt
Onde:

m Massa por unidade de area da estrutura

Para a energia de deformacéo da placa na flexdo, é utilizada a expressao de
TIMOSHENKO (1959), apresenta na Equacao (95). Desta forma, substituindo a
Equacéo (A.2) na Equacéo (95).

a

U _ Eh°z*ab[ A®)] ( 1 jz +( 1)? " ER (5 +1) [AQ) A3
96(1-v*) b 96b°B° (1-v*)

Finalmente, o trabalho externo é considerado como carregamento distribuido

em toda a regido da placa e seu valor corresponde a:

W= T bf P(t)u,dxdy = P(t) 23240 (A4)
22bi2 4
Assim, aplicando as Equacdes (A.2) a (A.4) na Equacao (95), tem-se:
A | D7’ KEJZ +(1ﬂz AL = P() — (A5)
dt’ m |[\a b mz?

Em um primeiro momento, a Equacao (A.5) é avaliada para presséao positiva da
solicitacdo, apresentada pela primeira parcela da mesma, ou seja, a fase positiva.
Considerando que a parcela positiva é representada pela equacao de Friedlander,
presente na Equacdo (62) para t < tq4, a solu¢do para a equacédo diferencial € dada

pela soma de uma solu¢cdo homogénea e uma solucéo particular:

A =C;sin(ot)+C,cos(wt)+(C,-C,t)e (A.6)
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Em que:

,_Def(ay (7] e
S 8] 4] o

Onde:

Ass Amplitude da estrutura proveniente da fase positiva da explosdo
C Constante auxiliar de célculo (i € N)

® Frequéncia natural do sistema

y2 Constante auxiliar de calculo

Desta forma, aplicando a Equacé&o (A.6) na Equacao (A.1) e com as condicdes

de contorno para placa totalmente apoiada, tem-se a seguinte solucao final:

A = ! K&rﬁljﬁsin(mt)—6005(mt)+(6—tﬂtje"t} (A.8)

1+ t, 1o ;

Em que:

16 2
a= 7 Prax » 0=0L— 2’UB2

mz U+

Onde:
a,d Constantes auxiliares de célculo

Com base na medida da amplitude transversal apresentada na Equacao (A.8),
€ possivel determinar as tensdes no meio da placa, ja que correspondem as tensdes

maximas da estrutura, devido a equacédo de pressédo positiva, durante o intervalo de
tempo t < tq.

Ehz’A (v 1
T | oS (A9)
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Ehz®A,, ( 1 j
O = — 4+ —

O segundo processo corresponde determinar a expressdo da amplitude da
estrutura que é provocada pela solicitacdo de subpresséao, apresentada pela segunda
parcela da Equagéo (62), ocorrente no intervalo tq <t < tq + t4. Desta forma, a Equacao

(A.1) é escrita como:

@A , D' H ET {iﬂz Ay = 167 [6.75(E _, )j[l_ (t-t, )jz A1)
dt m |\a b mz t t,

A Equagdo (A.11) possui uma solugdo homogénea e uma particular. As

condi¢cbes de contorno iniciais desta sdo as finais da equacgéo de presséo positiva,

tanto para deslocamento quanto para velocidade. Assim:

A’leg (t = O) = Apos (t :td )

% A, (t=0)= % A (t=ty) (A-12)
Onde:
A, Amplitude da estrutura proveniente da fase negativa da explosdo
A solucéo da Equacéao (A.11) é dada por:
A, =Cssin(ot)+C,cos(ot)+Ct* +Cit? +Cot +Cyy (A.13)

Os coeficientes Cs e Cs da Equacéo (A.13) sdo determinados apenas com base
nas condic¢des finais provenientes da amplitude da equacgéo de presséo positiva. Os

demais sdo determinados de forma a satisfazer a solug&o particular.

Ao gerar ambos os graficos, é necessario que o tempo final da fase positiva
(ta), seja o tempo inicial da equacéo de pressao negativa. Contudo, ndo apenas isso,
mas a derivada de ambas as equacdes deve ser a mesma, visto que deve haver
continuidade no grafico do impulso proveniente deste esfor¢o. Desta forma, a equacao

gue gera essa correcdo na descontinuidade € dada por:
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t — 4 pma)(tdieia'

T (A.14)

Relacionado as tensdes totais, sdo aplicadas as Equacdes (A.9) e (A.10) com

base na amplitude encontrada na Equagéo (A.13).

Finalmente, ha ainda o comportamento da estrutura quando esta livre de
qualquer carregamento dinamico, onde é considerado que a placa oscila em torno do

seu plano médio (vibracao livre).

dﬂ(thDi[@ {3 } A =0 a1

dt? m b

A Equacdo (A.15) possui apenas a solucdo homogénea. As condicfes de
contorno iniciais desta sédo as finais da equacédo de pressdo negativa, tanto para

deslocamento quanto para velocidade.

Aut=0)= A, (t=t; +t,)

%Aﬁv(tzo):%'oheg (t=t;+t,) (A19)
Onde:
A, Amplitude de reacdo da estrutura livre de carregamento
A solucéo da Equacéao (A.15) é dada por:
A, =Cysin(ot)+C, cos(mt) (A.17)

Da mesma forma, para a determinacédo das tensdes totais, sdo aplicadas as

Equacbes (A.9) e (A.10) com base na amplitude encontrada na Equacao (A.17).

A.2. Condic¢ao de Contorno: Engastado em Todas as Arestas

A solucéo particular da equacédo diferencial € assumida conforme a série de

Navier (Equacéo A.18), conforme j& apresentada pela Equacao (129).
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_ 2| X 2( Y
u, = A(t) cos ( " j.cos ( . j (A.18)

Para determinar os valores das energias acima apresentadas, segue-se a
formulacéo apresentada por TIMOSHENKO (1959), que foi utilizada na Equacgao (97).

Com isso, a energia cinética é dada por:

K = 2abm (wj (A.19)

© 128\ dt
Para a energia de deformagéo na flexao, utiliza-se a Equagéo (95), tem-se:

D7 [AOT (e,
N (38 +28°+3) (A.20)
Finalmente, o trabalho externo da Equacéo (A.4) é considerado distribuido em
toda a regido da placa e seu valor corresponde a:

W = T bf P(t)u,dxdy = P(t)

-al2-b/2

abA(t)

— (A.21)
4

Assim, aplicando as Equacdes (A.19) a (A.21) na Equacao (A.1), tem-se:

d?A(t) 167z“D(3ﬂ4 +2/° +3)
+
dt? 9b*'m

A(t) = P(t)% (A.22)

Em um primeiro momento, a equac¢do acima € avaliada para pressao positiva
da solicitagéo, ocorrente no intervalo t < tq, apresentada pela Equacéo (62). A solucéo
geral da equacdo diferencial apresentada pela Equacéo (A.22) é a mesma da referida
para condi¢des de contorno simplesmente apoiada, Equacéo (A.8). A diferenca é dada

para o valor da frequéncia natural da estrutura, ou seja:

167'D (38" +2/5° +3)
- 9b*B*m

2

(A.23)
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O segundo processo corresponde determinar a expressdo da amplitude da
estrutura que é provocada pela solicitacdo de subpressao, apresentada pela segunda

parcela na Equacéo (62). Desta forma, a Equacao (A.1) é escrita como:

AW 105D 2073) ) 163 (67500 ()] (A.24)
dt? 9*3*m - oma? ty & |

A Equacao (A.24) possui uma solugdo homogénea e um particular. Pelo mesmo
processo da condi¢édo de apoio simples, € dado que as condi¢des de contorno iniciais
desta séo as finais da equacao de pressao positiva, tanto para deslocamento quanto
para velocidade. Além disto, a solugcdo da Equacdo (A.24) possui a mesma
estruturacdo da Equacao (A.13), contudo, os coeficientes C;i sdo adaptados para cada

tipo de apoio.

Finalmente, ha ainda o comportamento da estrutura quando esta livre de

gualquer carregamento dinamico:

d2A(t) . 167'D (34" +25° +3)

e o' 'm A(t)=0 (A.25)

A Equacao (A.25) possui apenas a solucdo homogénea. As condicdes iniciais
desta séo as finais da equacao de pressédo positiva, tanto para deslocamento quanto

para velocidade, Equacgéao (A.16).

As tensdes para placas engastadas sdo contempladas pelas Equacdes (A.9) e

(A.10), de acordo com as amplitudes determinadas pelas Equacdes (A.24) a (A.25).



144

APENDICE B

Neste apéndice é apresentado a solucdo homogénea da equacédo de Airy,

apresentada pela Equacao (78). A inducédo para a solucao se déa por:

09,, 0 0 (B.1)
xt oy’ oy

Vig=

A solucdo homogénea da Equacdo (B.1) € proposta por YAMAKI (1957), onde
aborda-se a respeito do efeito de membrana que € observado a partir da aplicacdo de

um par de for¢cas concentradas no plano central da placa, conforme Figura B.1:

Figura B.1 - Par de forcas concentradas no plano médio da placa

Y

43 (53)
2]

A condicao de YAMAKI (1957) implica é que a estrutura de placa esta orientada

em um plano coordenado XY submetida a determinadas condicdes:

2
9 _,
X:i% 8Y2
0 _,
oXoY
) (B.2)
% 2F(1 & 2nzX
b |oxz = a2t &,
Y=%= "
2 %
oXaY

Realizando mudanca de variaveis, de forma que a Equacédo (B.2) se torne

adimensional:

2X 2y
(B.3)
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2
X==1: y2
o
X
(B.4)
o’ aF(1 &
—5 =———| =+ cosnzx
OX 2h\ 2
y==1:
0’9
oxoy
Desta forma, a Equacéo (B.1) pode ser reescrita como:
d'¢ "¢ d'¢
a4+2a2b2+b4_
ol =X ol =x| 0| = ol =
(2 j (2 ] (zy] (2y]
Ea4¢+2 16 o' +§64¢_0 (B.5)
a*ox'  a’b® oxPoy® b* oy’ '
Para a primeira andlise, multiplicando-se a Equacéo (B.5) por a%, tem-se:
4 4 4
a—f+2,82 82¢2+ﬁ48(f:0 (B.6)
OX ox-oy oy

Desta forma, de acordo com YAMAKI (1957), com base na simetria do

problema em relacdo aos eixos x e y, entdo pode inicialmente assumir a primeira

expresséao solugéo:

¢ = f.(y)cos(nzx) (B.7)

Substituindo a Equacao (B.7) na Equacao (B.6) e realizando manipulacdes

matematicas, tem-se:

aa—;[ f,(y)cos(nzx)|+25° o S 1, (y)cos(nyzx)]+,84aay—i[ f,(y)cos(nzx)]|=0

X0y
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nz) nz ) &*f,(y) o*f.(y)
g (y)-2| 22 =0 B.8
(ﬂ) (V) (ﬂj N (B8

A solucéo da (B.12) corresponde a:
nz . [ nx
C,, cosh (Tyj +C,ysinh (Tyj +

. (n7 nz
C, sinh [Tyj +C,ycosh [Tyj

Entretanto, f, (y) deve ser uma funcéo paray, logo Ci4 e C15 sdo zero. Quando

f.(y)=

(B.9)

a tenséo de cisalhamento no limite da placa retangular é zero, a segunda condi¢ao

para x e y da Equacao (B.4) deve ser satisfeita, ou seja:

%[Clzsinh(ngyj+cm[smh( ﬂy) F; ycosh[ ,Byﬂzo (B.10)

Onde
Clzsmh[n”yj
B p

) el ]

Substituindo a Equacao (B.10) na Equacao (B.9), € possivel encontrar que:

ol 7)ol 5ol

f.(y)=C, (B.11)

— ysmh( y]smh( ﬁy]
p B p

C13 =

Onde:
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Tal como proposto pela segunda condicdo da Equacgédo (B.4), realizando a
avaliacdo da equacédo acima paray = + 1, a Equacao (B.11) é reescrita como:

) o)
f(y)=C,

(B.12)
e ysinh (n—”Jsinh (n—” y]
B B B

Este processo foi para determinar uma funcdo que fosse dependente da
variavel y. Agora, 0 mesmo procedimento é realizado para uma funcdo dependente
de x. Com base na simetria do problema em relagéo aos eixos x e y, entdo pode-se

inicialmente assumir a segunda expressao solucao:
¢ =9,(x)cos(nzy) (B.13)

Multiplicando a Equacéo (B.5) por b* e aplicando a solu¢do da Equacéo (B.13),
tem-se para a primeira analise:

axj‘ +2(pnr) X2—X2+(ﬂn7z)4 g(x)=0 (B.14)

A solucéo para a equacao acima corresponde

C,s cosh (Snzx)+Cy,xsinh(Bnzx)+

(x)=| 7 B.15
| C,s sinh(Snzx)+Cxcosh( Snzx) (B.15)

Entretanto, g, (x)deve ser uma fungo para x, logo Cis € C1o S80 zero. Quando

a tensao de cisalhamento no limite da placa retangular € zero, a primeira condicao da
Equacao (B.4) para x e y da deve ser satisfeita, ou seja:

pnaC,gsinh(Anzx)+C,[ sinh(Bnzx)+ Anzxcosh(pnzx) | =0 (B.16)
Onde:

c - —pnzC,q sinh( Anzx)
 [sinh(Bnzx)+ pnzxcosh (Bnzx) ]
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Substituindo a expressao acima na Equacao (B.15) e realizando manipulagcdes

matematicas, tem-se:

o [ sinh(gnzx)+ Bnzxcosh (Anzx) Jcosh (Bnzx) -
X) =
0 (x)=C" pnzxsinh ( Bz )sinh (Anzx)

Onde:

C = ClG
n [sinh (Bnzx)+ Bnrxcosh (ﬂnﬁx)]

Ao aplicar a primeira condicdo da Equacéo (B.4), a expressao € avaliada em x

=+ 1, com isso, a equacao acima é reescrita como:

[ sinh(Bnr)+ Bnx cosh (Bnr) |cosh ( Anmx) -

—C'
% (x) " L’nﬁsinh(ﬂnﬂ)sinh (Bnzx) B.17)
Onde:

C C12

n {sinh(m}rmcosh(nﬂﬂ
B) B B

Observando as Equacéo (B.12) e Equacéo (B.17) para n = 0, as expressfes

passam a ter seus resultados zerados. Com isso, gera-se a solugéo:

fo (Y) = Coy2

00()=Co¢ o
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Desta forma, a solugdo homogénea apresenta uma forma completa, dada pelas

Equacbes (B.12), (B.17) e (B.18), formulada primeiramente por YAMAKI (1957):

1., 1 .,
¢0:E p,X +E Py +

(sinh(n”}—cosh(mncosh(nﬂy]
p) b p p cos(nzx)+ (B.19)
i n”ysmh( jsmh(nﬂyJ .
=B B B ]
(sinh(Bnz)+ Bnz cosh(Bnr))cosh ( Snrx) - (n7y)
cos(n
| Anzsinh(Anz)sinh (Bnzx) ™

De forma mais elegante, a equacdo acima foi reescrita conforme a ja
apresentada anteriormente:

1., 1.,
¢o=§ P+ DY+

. A{Q(ﬂjcosh[zmyj 2n7zy ( j5|nh(2n”yﬂcos(2nﬂxj+
Ehzz B a a B a a

3 {Q(nﬁ)cosh(zmxj— Znt;rx

n=1 2nr

‘P(nﬂ)sinh( . ﬂ cos(zngzy]

>

b

Onde:

sinh () + yzcosh ()
Qr)= sinh(yz)cosh(yz)+yz

¥ (7)= sinh ()

sinh (yz)cosh (yz )+ yr
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APENDICE C

Neste apéndice, € demonstrada a equacao proveniente da solu¢do homogénea
de Airy cuja qual é presente na expressdo do somatorio. Para isto, realiza-se a
derivada segunda tanto de x quanto de y e avalia-se para x =+ a/2 e y = + b/2. Para
um primeiro momento, avalia-se a segunda derivada em x da Equacdo (78)

determinada (também demonstrada no APENDICE A), com isso tem-se:

¢O x -

5 el ) o

Q(np) COSh(ZnﬂXj (C.1)

AEh?*z? iB 2 COS(ZnﬂyJ (nﬂ
" b

T (22 2

Avaliando paray = % b/2:

- 4Eh2 2 2N7rX
y:b/2 ZA‘ ( j

¢0,xx

—(sinh(nﬂ;z)+nﬁﬂcosh(nﬂﬂ))cosh(znflj—
AENZA? = 2n”Xsinh(n,B;r)sinh(zme
T
B
b> &~ " sinh(ngr)cosh(npz)+npx
Pode-se escrever como:
. AEn*r* & n 2X 2nzXx
oo,y = Py =7 2| (1) B.&| B, |+ A, cos| — (C.2)
n=1
Onde:
inh - h h inh inh
5(7/,2):(8'” (yz)—yxcosh(yx))cosh(yzz)+ yrzsinh (yz)sinh (yzz) ©3)

sinh(yz)cosh (yz)+ yz
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Avalia-se a segunda derivada em y da Equacéao (78), com isso tem-se:

¢O,yy = px +

Q(ﬂJcosh(zn”yj—
4Eh2 22 (Znﬂ'Xj B a
a

ZAjn cos

m—f?(ﬁ]{icosh(zn”yj—ysinh(znﬂyﬂ
an p )| nx a a (C.4)
1 2N7rX
=Q(np cosh( j—
4Eh2 2Z°°:B cos(zn”yj (np) (n8) b
b

2nr

b(ng)’

lP(n,B)xsinh(zmxj

Avaliando para x = + a/2:

¢Oyy x=a/?2 px +
22 Q(ﬂJcosh(zn”yj—
4Eh2” > An*cos(nr) d : -
a® znf‘ij(ﬂj{icosh(zmyj—ysinh(zn”yﬂ
an p )| nx a a
., L >Q(ng)cosh(nzps) -
4Eh ZB Cos(zng;yj (nzﬁn)
7[2‘{’ ng)xsinh(nzf
gy (st ()
Pode-se reescrever como:
_ o AERZR & e n 2y 2nzy
¢0Wx al2 Py = a2 §|:( 1) Ahé:(ﬂ' a J—I_Bn COS( b j:| (C5)

As Equacdes (C.2) e (C.5) podem ser escritas como em seérie de Fourier, dado

pelo seguinte formato:

f(n)=<';10+2|:(an cosnzv +b, sinnzv) (C.6)

n=1
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Dada a configuracado geral da série de Fourier, os coeficientes sdo:

a, :% _[ &(y,2)cos(mzz)dz

-L
L

b, :%If(y,z)sin(mﬂz)dz

-L

Os coeficientes apresentados sao calculados para um intervalo qualquer. Para

este caso em patrticular, é dado que -1<z<1. Desta forma, tem-se:

Para o caso do coeficiente an , utilizou-se o software WXMaxima para a solugao

do mesmo, encontrando:

_(yTymt et (e 1) (e 1)

,,(7,2+ )S|nh(;/7z)cosh( Y )+ ym

n

Sendo:

1_ e27ﬂ

sinh(—yz) = 5o

Logo,

4(—1)m ym? sinh? (}/72)
ﬂ.<72 m? )2 sinh(yz)cosh(yz)+ yz

=n(r.m)= (C.7)

Desta forma, a Equacao (C.3) pode ser reescrita como:

i” )cos(mzz) (C.8)

m=1
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Aplicando a Equacgéo (C.7) nas Equacgoes (C.2) e (C.5), tem-se:

. 4Eh2ﬂ2 = [ n m 2nﬁy 2nﬂy
¢0 Wlx= a/2 X a2 nZ;_(_l) Aﬂn(z’njcos( b j‘i' Bn COS(TJ

. AER’7? & " m 2nzy
¢0W x=al2 = X aZ ; (_1) Aln(zln]—}_ BnJCOS( b ] (Cg)

B Ry 2n7x NIxX
¢O,XX y=b/2 = py - aZﬂ- Z (_1) Bnﬂ(mﬂ,n)COs( T j-l— A] COSh( : j:|

n=1|
4EN*7% &) 2n7X

Posuypyp = Py~ azﬂ > | (1) B (mpB.n)+ ﬂcos( - J (C.10)

A partir disto, cria-se uma relacdo entre as equacdes de Airy com solucéo

particular e homogénea:
¢:¢o+¢1 (C-ll)

E valido ressaltar que para este tipo de condi¢des de contorno (apoio simples),

o cisalhamento nos bordos é nulo, desta forma, pode-se afirmar que:

¢,yy :¢O,yy +¢1,yy :O
(C.12)

YAMAKI (1961) prop0e que tanto a solugéo particular quanto a homogénea da
equacao de Airy podem ser expressas por série dupla de Fourier. Para o caso da

solucéo particular, é expressa como:
X 2
jcos[%) (C.13)

Derivando em relacéo a y, avaliando para x = + a/2 e realizando mudanca de

= Eh? zz(ppq cos(

p=0g=0

variavel de g para n, tem-se:

4 Eh 2 & 2
L B (-1 o, cos(%) (C.14)

p=0 n=1

¢l,yy

x=a/2
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O mesmo procedimento é dado para a derivada em relacdo a x sua avaliacao

emy =+ b/2, da mesma forma aplicando mudanca de variavel, tem-se:

4r°Eh* & 2n7rX
bl = 2 (—1)q¢nq605( - ) (C.15)
=0

y=b/2 - a s
Considerando o conceito introduzido pela Equacdo (C.12), iguala-se as
Equacbes (C.9) e (C.10) nas expressdes apresentadas pelas Equacbes (C.14) e

(C.15). Desta forma, encontra-se o sistema de equacgdes que introduz os coeficientes

An e B apresentados pela solugdo homogénea da equacao de Airy:

8+ 30" A 0 |- S (00,
(C.16)

Da mesma forma que a expressao da solucao particular foi escrita em forma de
série dupla de Fourier, a solucdo homogénea também pode ser escrita de tal forma.
Desta forma, é conhecida a Equacéo (78) onde pode-se chamar de & a expressio
gue se repete na equacdo mencionada, ou seja:

Z(r.2)= [ sinh (yz)+ yzcosh(yx) [cosh (yzz)—yxzsinh(yrr)sinh (yzz)

sinh(yz)cosh(yz)+yz

Com isso, a Equacéo (78) pode ser reescrita como:

| )
h=E20 g _( zxj (znﬁyJ
— =& | nf,— |cos
(nB) a

(C.17)

A equacgéao apresentada por é? pode ser expandida em série de Fourier:

E(r,z)= %+g[an cos(nzz)+b, sin(nzz) ]
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b = Jlf(y z)sin(xrz)dz

-1
A parcela a, é dada por:

4sinh® (7/7[)
ﬂy[cosh (y7r)sinh(yz)+ }/7[]

4(e“”7 —2e% +1)

_1
2

A parcela an ao ser calculada com o auxilio do software WXMaxima e

manipulada algebricamente, é possivel encontrar:

LAY (e et l) 4(-1)" *sinh? (yz)
' 72'(]/2 +7° )2 (84”7 +4ye’™ —l) 7r(72 + 7’ )2 [cosh (yz)sinh (}/72')-!-}/72']
A parcela bn foi calculada e encontrou-se valor zero.
Assim, & pode ser escrito como:
E(y,z):%+ian cos(nnz):iascos(nnz) (C.18)
n=1 n=0
Onde:
. 4(-1)" yesinh? (yr) 1 paran=0
a = =42’ ,neN

7;(7/2+7z2)2I:COSh(j/ﬁ)Sinh(j/ﬁ)+77f]1 ) 1, paran>0
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Observa-se que o0 somatorio passa a iniciar de zero porque na expressao €

incorporado o primeiro termo, ao. Além disso, fazendo mudanca de variaveis:

e A (N 2pry 2n7rX
¢ =En*> > Zap(ﬂjcos( - jcos( " j+

Eh? Zm: B, a’;(nﬂ)cos(zijcos(zngyj
0

Realizando a separacdo do somatorio em uma parcela inicial:

a (ﬂj cos(—2 pzryﬂ cos( Znﬁxj +
"\ B b a

L[>
£,
AN

| =

~—
+

8

:N|:>

555 2 (2]

n=l p=1| n

gg(n%z a’ (nﬂ)cos(Zpaﬂx)cos(anr)’ﬂ

Com base no artigo do YAMAKI (1961), utilizado por FELDGUN (2016) como

referéncia, pode-se reescrever a Equacéao (C.19) como:

X j cos( Zﬂqyj
b

, 2
§=ERY S cos( il
pq

Onde:

q .o P
45 P(=1)"&qsinh (ﬂﬂjA" (-1)° 2, sinh* (q/7) B,
(54 @) ) s O oo B £ ST(407)ees0 (@) 0
B B B

Poqg =

Que corresponde a Equacéo (84).
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APENDICE D

De acordo com Jacobi, define-se a funcdo inversa da integral eliptica do

primeiro tipo como sendo:

cot=u=F(k,sin‘1x)=i du (D.1)
0

Jo ) )

O quarto periodo de oscilagao é dado por K(k), a integral eliptica completa para

o primeiro tipo, quando K(k)=F (k,%;z).

Vale ressaltar que sao dados 3 tipos de integrais elipticas de Jacobi: as do
primeiro, segundo e terceiro tipo. Contudo, para o desenvolvimento deste trabalho,

basta-se conhecer a integral elitica do primeiro tipo.

A Equacéo (D.1) pode ser reescrita como:

X

Snix = du

N

,0<x<1 (D2)

Para essa expressdo tem-se que 0<Sn<1 para 0<F(k,sin™ x)<K(k), isto &,

Sn é igual ao quarto periodo de K(k). Sendo “k” uma fungao das condigbes iniciais,
correspondente ao periodo de oscilacdo, 4K torna-se, também, uma funcao
dependente das condic¢des iniciais. Desde a dependéncia da frequéncia da amplitude
inicial ser uma propriedade de equacdes diferenciais de segunda ordem néo lineares,
€ possivel afirmar que o seno eliptico tem-se uma boa aproximacéo das solucfes das

equacdes diferenciais néo lineares (SOUDACK, 1964).

Além do seno eliptico, outras duas definicdes sdo contempladas por Jacobi,

como o caso do cosseno eliptico e de “Delta”, apresentado por “D”, ou seja:

Dn(k,u)=1-k?Sn*(k,u) (D.3)

Cn(k,u)=/1-5n*(k,u) (D.4)
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Além das duas equacdes acima, outras definicbes a serem apresentadas sdo
as derivadas das funcdes elipticas de Jacobi, visto que sao utilizadas para solucionar

a equacao diferencial de Duffing.
De acordo com a Equacéo (D.2), pode-se demonstrar a derivada do seno

eliptico:

du dx

a1 1K)

g _dsnlen)_ ey

W:Cn(k,u)m(k,u) (D.5)

Também a do cosseno eliptico, com base na Equacéo (D.4):

dCn(k,u) _ —2Sn(k,u)Cn(k,u)Dn(k,u)

du 2,/1-5n? (k,u)

dCn(k,u)
du

-Sn(k,u)Dn(k,u) (D.6)

A derivada de Delta, com base na Equacgéo (D.3) :

dbn(k,u) _ —2k*sn(k,u)Cn(k,u)Dn(k,u)

du 21/1—k28n2(k,u)

wz—kZSn(k,u)Dn(k,u) (D.7)

As Equacgbes (D.3) a (D.7) sao fundamentais para a demonstragéo da solugéo
da equacdo homogénea de Duffing, que corresponde a equagdo da amplitude
dindmica da placa com efeito de membrana. Desta forma, dada a Equacéo (71), a

solucéo é dada por:

A(t) = ACn(k, At) (D.8)
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As primeiras e segunda derivadas da expresséo acima sédo determinadas com

base nas Equacdes (D.6) e (D.7). Com isso:

9A®) _

=—-A1A.SnDn D.9
ot A (D.9)

2
%:—AZ%Cn[DnZ —k?sn? | (D.10)

De acordo com as definicbes apresentadas pelas Equagdes (D.3) e (D.4), as
Equacdbes (D.9) e (D.10) podem ser reescritas como:

d’A(t) 2 202

T:—i A)Cn[l—2k Sn :'

d’A(t) 2 2 oK2en?
e ACn|1-2k*+2k*Cn’ |

Substituindo tal expressdo na Equacdo (71), considerando o sistema de

vibragao livre, encontra-se:
~22ACN(1-Kk?)+ K,ACn—2k*A* ACN® + K,AXCn® =0

Com isso, reorganizando a expressao e igualando os devidos termos a zero, é

possivel determinar que:

[ kA
2(K, +K;A)
A=K, + KA

Onde corresponde a solucao apresentada pelas Equacdes (168) e (169).



