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RESUMO

GESTEIRA, Aline dos Santos Alves. Modelagem de painéis de alvenaria submetidos
a carregamento lateral utilizando elementos finitos de portico com se¢ao transversal
variavel. 2021. 113f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Civil) — Faculdade de
Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

O comportamento dos painéis de alvenaria quando submetidos a
carregamento lateral € uma das principais preocupagdes ao projetar tais estruturas e
pode depender de varios parametros, tais como relagcdo de aspecto do painel,
propriedades do material compodsito e intensidade da carga axial de compressao.
Esse comportamento pode ser analisado por meio de ensaios experimentais e
numéricos e geralmente € representado através da curva de carga versus deflexdo
lateral. Uma forma simples de obter essa curva numericamente € considerar a
parede de alvenaria como um elemento unidimensional e realizar uma analise por
elementos finitos. Com base em hipoteses relativas a distribuicdo de tensdes
normais, o painel pode ser discretizado em elementos de portico cujas propriedades
geométricas sao avaliadas a partir da parte da secédo transversal submetida a
compressdo. No caso do emprego de elementos finitos de segbes transversais
constantes, bons resultados sao obtidos apenas se a malha for densa o suficiente
para representar com precisdo a mudancga nas propriedades geométricas da porgao
resistente da secao transversal do painel. Neste trabalho, um elemento finito com
secao transversal variavel € empregado, de forma que o numero de elementos
necessarios para uma solugdo confiavel possa ser reduzido. Os resultados do
modelo proposto sdo comparados com resultados experimentais disponiveis na
literatura para varias dimensdes e propriedades de materiais. Também sao
realizadas comparagdes com modelos muito discretizados de elementos finitos de
secao constante e elementos obtidos pelo método da série de poténcias.

Palavras-chave: Painéis de Alvenaria. Carregamento lateral. Elemento com seg¢ao
transversal variavel. Elemento com sec¢ao transversal constante. Elementos obtidos

pelo método da série de poténcias.



ABSTRACT

GESTEIRA, Aline dos Santos Alves. Modelling of masonry walls subjected to lateral
loads using finite elements with variable cross section. 2021. 113f. Master’s thesis
(Master of Science in Civil Engineering) — Engineering Faculty, Rio de Janeiro State
University, Rio de Janeiro, 2021.

The behavior of masonry panels subjected to lateral loads is one of the main
concerns during the project execution and may depend on several parameters such
as panel aspect ratio, composite material properties and intensity of axial
compressive load. This behavior can be analyzed by experimental and numerical
tests that could be represented by the load versus lateral deflection curve. A simple
way to obtain this curve numerically is to perform a finite element analysis
considering the masonry wall as a one-dimensional element. Based on assumptions
regarding the distribution of normal stresses, the panel can be discretized into frame
elements whose geometric properties are obtained from the part of the cross section
subjected to compression only. In the case of using finite elements of constant cross
sections, good results are achieved only if the mesh becomes dense enough to
accurately represent the change in geometric properties of the panel’s cross section.
So, this work proposes a finite element with variable cross section, so that the
number of elements included for a reliable solution can be reduced. The results of the
proposed model are compared with experimental results available in the literature for
various dimensions and material properties. Comparisons are also performed with
highly discretized finite element models using constant cross-section and elements
obtained by the power series method.

Keywords: Masonry walls. Lateral load. Element with variable cross section. Finite
elements with variable cross section. Finite elements with uniform cross section.

Finite elements obtained by the power series method.
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INTRODUGAO

Em diversos paises as construcbes em alvenaria constituem uma parte
importante das edificacbes existentes e em muitos deles ela representa uma
heranga cultural. Isto ocorre, principalmente em razdo das suas vantagens
construtivas como: a elevada resisténcia a compressao, facilidade de implementacéao
e disponibilidade do material, baixo custo de manutencido, durabilidade e boa
protecdo sonora e contra ao fogo, (Mu Lu, 2005). Contudo, a alvenaria apresenta um
comportamento mecéanico complexo de dificil modelagem numeérica, visto que € um
material compdsito anisotrépico com assimetria na tracdo e compressao, elevada

nao-linearidade na compresséo e ruptura quase-fragil (Ferreira, 2014).

Numa edificacdo em alvenaria estrutural, quando ha a agao de ventos e
sismos, as lajes acabam atuando como diafragmas rigidos que distribuem os
esforgos cortantes entre as paredes conforme suas rigidezes. Posto isto, com um
projeto adequado, as paredes sdo capazes de absorver os esforgcos cortantes
desenvolvidos nas intersecbes com as lajes. Nesse contexto, a resposta de um
painel sob compressdo submetido a carga lateral é utilizada para verificar a

capacidade de carga e o comportamento global de estruturas diante desses eventos.

Segundo Ferreira (2014), a curva de capacidade de carga permite calcular a
capacidade de deformacao prevista para estrutura e fornece informacdes sobre a
ductilidade, que escapa a uma analise linear. E importante referir que a curva de
capacidade é uma propriedade intrinseca da estrutura e da forma como esta é
carregada, e nao a resposta da mesma face a uma dada solicitacdo externa.

Os primeiros estudos realizados sobre o comportamento mecanico da
alvenaria contemplados por Heyman (1966) e Pasquale (1992) apresentaram varias
solugdes Uuteis para a alvenaria sem-reforgo. Esses trabalhos admitiram que a
alvenaria ndo suporta tensdes de tracdo e que a resposta a compressdo possui
comportamento elasto-plastico perfeito. Além disso, os modelos de equilibrio
desenvolvidos por Magenes & Calvi (1997) e por Roca (2006) resultaram em

férmulas simples e eficientes de calcular o carregamento ultimo, mas essas
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formulacbes séo deficientes no caso da curva de capacidade e do deslocamento

ultimo.

Assim sendo, Benedetti & Steli (2008) apresentaram uma solugdo analitica
para paredes de alvenaria sem-reforco também considerando que a alvenaria nao
suporta tensbes de tragcdo, portanto, a secédo resistente do painel varia
continuamente ao longo da altura, conforme a evolugédo da regido comprimida.
Sendo que, a resposta a compressao tem um comportamento elasto-plastico
perfeito. A curva de capacidade € obtida através de uma férmula explicita
desenvolvida por meio da integragcao do diagrama de curvatura com o proposito de
obter o deslocamento considerando os efeitos do cisalhamento. Em seu trabalho, os

resultados sdo comparados com oito ensaios experimentais obtidos na literatura.

Neste contexto, Grande et al. (2013) propde uma abordagem simples para
avaliar a resposta nao linear de paneis de alvenaria com e sem reforgco sujeitos a
carregamentos verticais no plano e a cargas laterais. A metodologia consiste em
considerar o painel como um elemento unidimensional e realizar uma analise por
elementos finitos considerando a deformacdo por cisalhamento e a flexdao. As
propriedades geométricas e mecanicas dos elementos sdo calculados com base nos
diferentes estados de tensdo-deformacdo avaliadas a partir da parte da secéao
transversal submetida a compressao. A validagao do modelo foi realizada através de
modelos numéricos e experimentais obtidos na literatura. A comparacido entre o
ensaio experimental e o modelo numérico sdo satisfatoérios tanto em relagcdo a

carregamento maximo quanto deslocamento ultimo.

Considerando o exposto, este trabalho investiga uma metodologia para o
calculo de curvas de capacidade lateral (carga lateral vs. deflexao lateral) de painéis
de alvenaria submetidos a carga axial compressiva, aprimorando a abordagem
apresentada por Grande et al. (2013). Posto isto, o painel de alvenaria de base
engastada e topo livre ndo admite tensdo de tracdo, assim, a seg¢ao transversal
resistente varia continuamente ao longo da altura, conforme a evolugédo da regiao
comprimida, sendo que a resposta a compressao possui comportamento elasto-
plastico perfeito. Além disso, a estrutura estudada considera que para um dado valor
de forca lateral, o painel pode ser composto por diferentes trechos ao longo da
estrutura, de modo que cada trecho possui estado tensao-deformacéao caracteristico.

O numero de trechos e as suas extensdes dependem de uma série de parametros
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como as propriedades da alvenaria, o valor da carga aplicada e a geometria do

painel.

A curva carga lateral vs. deflexao lateral no topo do painel € obtida através de
uma analise nao linear incremental, sendo cada ponto da curva calculado em duas
etapas. A primeira consiste em analisar o numero de trechos do painel e os estados
de tensdo-deformacao correspondente ao valor da forgca lateral, a partir das
equacgdes de equilibrio. A segunda avalia o deslocamento lateral do painel pelo
meétodo dos elementos finitos utilizando a teoria de Timoshenko. Essa formulacéo é
valida nesse caso, uma vez que a distor¢ao de cisalhamento desempenha um papel

importante em estruturas cuja relagdo comprimento/largura é baixa.

Dessa forma trés abordagens foram estudadas para avaliar a resposta nao-
linear de painéis de alvenaria através de uma analise unidimensional utilizando o
Método dos Elementos Finitos. A primeira abordagem discretiza a estrutura em um
numero fixo de elementos com secgéao transversal constante. A segunda e a terceira
discretizam a estrutura com um elemento finito por trecho, cada um com sec¢ao
transversal variavel, porém no caso da terceira abordagem as propriedades
geomeétricas da secgao transversal sdao expandidas em séries de poténcias até um
certo numero de termos, onde ha precisdao nos resultados. Diferente da segunda
abordagem que desenvolve o elemento finito de barra com secdo transversal
variavel através da utilizacdo das funcdes de forma obtidas da solugdo da equagao

diferencial do elemento indeformado.

Além disso, nos painéis de alvenaria estudados foram feitas analises
considerando tanto a linearidade como a nao linearidade geométrica. A analise nao
linear geométrica é resolvida de maneira incremental através do método de Newton-

Raphson.

Objetivos

O objetivo principal deste trabalho consiste na analise painéis de alvenaria
sob compressdo submetidos a cargas laterais com propdsito de avaliar a resposta
ndo linear dessas estruturas, através da modelagem dos painéis como um conjunto

de elementos finitos, utilizando a formulagdo de Timoshenko, ou seja, considerando
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tanto a deformagcédo por flexdo quanto a distorgdo por cisalhamento.
Especificamente, neste trabalho pretende-se investigar a aplicagcdo do elemento
finito com secéo transversal variavel nesse tipo de problema, comparando-o com o
elemento finito de sec&o transversal constante e com resultados obtidos

experimentalmente na literatura.

Estrutura da Dissertagao

No capitulo 1, é feita uma revisdo bibliografica a respeito das principais
caracteristicas da alvenaria estrutural; além disso é apresentada a formulagao
utilizada no calculo de curvas de capacidade lateral (carga lateral vs. deflexao

lateral).

No capitulo 2, sdo desenvolvidas as equacdes necessarias para a obtencao
dos trés modelos utilizados, assim sao obtidas a matriz de rigidez elastica e
geométrica, além das cargas nodais equivalentes tanto para o finito com secéo

transversal variavel, como o elemento baseado em series de potenciais.

No capitulo 3, sdo expostos exemplos de aplicagcdo dessa implementacgao e

seus resultados serao confrontados com experimentos obtidos na literatura.

No capitulo 4, sao apresentadas as conclusbes e ideias para

prosseguimentos dos estudos.

Nos apéndices, podem ser encontrados a formulacédo do elemento finito com
secao transversal uniforme considerando a teoria de Timoshenko, além da obtencéao
das matrizes de rigidez elastica, geométrica e das cargas nodais equivalentes,

através dos coeficientes de flexibilidade.
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1. PAINEL DE ALVENARIA ESTRUTURAL

1.1. Alvenaria estrutural

A alvenaria € um dos materiais de construgdo mais antigos e amplamente
utilizados na industria da engenharia civil contemporanea. Sua utilizagao possibilitou,
ao longo da histdria, a realizagado de obras que conciliam o valor arquitetdbnico com a
funcdo estrutural. Como resultado, a alvenaria assumiu-se como um elemento
essencial na fundagao de civilizagbes e cidades, como ilustrado na Figura 1 (Silva,
Lourencgo, & Oliverira, 2003).

Figura 1— Exemplos de construgdes em alvenaria: Grécia Antiga (500-400 a.C.); Lisboa
Pombalina (1755-1880); Igreja na Guarda (Ferreira, 2014).

As primeiras constru¢cdes em alvenaria surgem com as primeiras
comunidades sedentarias, ou seja, quando o0 homem passa a construir os seus
proprios abrigos através da colocagao de pedras sobrepostas. Mais tarde, o uso de
tijolos ceramicos viria a desencadear a primeira revolugao na construgcdo, dadas as
vantagens construtivas e funcionais deste material em comparagdo com a pedra
(Marques, 2012).

Do ponto de vista material, a alvenaria €& definida como um compdsito
heterogéneo, anisotropico e descontinuo, que possui propriedades distintas nas
diferentes diregbes; sendo assim, é dificil caracteriza-la mecanicamente. Essa
heterogeneidade é ocasionada pelas condi¢bes de construgdo desiguais, ou seja,

dos variados tipos de materiais empregados, da técnica construtiva utilizada, assim
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como possiveis alteracbes e diferentes estados de degradagdo provocados por

danos ou patologias (Ferreira, 2014).

De um modo geral, as principais vantagens das construgdes em alvenaria s&o
a elevada resisténcia a compresséo, facilidade de implementacao, disponibilidade do
material, baixo custo de manutencédo, boa protecdo sonora e contra ao fogo,
durabilidade e estética (Mu Lu, 2005).

Contudo, a alvenaria apresenta desvantagens como a fraca resisténcia a
tracdo, dispondo, principalmente, da agédo estabilizadora da gravidade. A fraca
resisténcia a tragao resulta em uma reduzida resisténcia global a flexao, com isso
tornando questionavel a seguranca das estruturais quando submetidas a abalos
sismicos ou ventos. Além disso, especialmente sob a acédo de sismos, as estruturas
de alvenaria possuem baixa ductilidade e fraca capacidade de dissipacao de
energia, o que pode ocasionar em uma ruptura fragil (Ferreira, 2014). E valido
ressaltar que as construgdes altas e pesadas estdo mais sujeitas a esse tipo de
ruptura, visto que estdo submetidas a cargas de compressdo elevadas e

permanentes (Roque, 2002).

Em diversos paises as construgcbes em alvenaria constituem uma parte
importante das edificagdes existentes e, em muitos deles, ela representa uma
heranca cultural. Contudo, ainda ha uma caréncia de informacao e pesquisa para
caracterizar suas propriedades mecanicas e performance estrutural, porque esse
material além de ser heterogéneo apresenta um comportamento n&o-linear (Barraza,
2012).

Para realizar estudos sobre a alvenaria estrutural é necessario o
conhecimento das propriedades e do comportamento de cada um dos materiais
envolvidos. A alvenaria € constituida por dois materiais diferentes a argamassa e o
bloco, o que resulta em uma estrutura heterogénea e descontinua. Além disso, a

unido desses dois elementos gera a formagao de uma zona de interface.

Os blocos possuem uma significativa contribuicdo no comportamento global
da alvenaria, visto que estes representam a maior parcela do volume da estrutura.
No mercado da construcao civil, eles possuem diferentes formas e tamanhos, em
funcao das influéncias regionais, econdmicas e da vantagem estrutural. No Brasil, os

blocos vazados de concreto e ceramica sdo os mais populares (Santos, 2014).
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Os blocos sao os principais responsaveis pela resisténcia a compressao e a
tracao, durabilidade a agentes agressivos, estabilidade e precisdao dimensional da
alvenaria (Mata, 2011). Posto isto, os procedimentos de ensaio para a obteng&o das
propriedades dos blocos podem ser realizados de forma independente e encontram-
se descritos na norma NBR 15270 partes de 1 a 3 (ABNT, 2005), no caso de blocos
ceramicos e de vedacgao, enquanto a NBR 16868-3 (ABNT, 2020), refere-se aos
ensaios de blocos de concreto para a alvenaria (Silva C. R., 2020). A Figura 2 ilustra
o grafico de tensdo-deformagao dos blocos tanto para a tragdo como compresséo

obtidos através dos ensaios experimentais.

A alvenaria quando submetida a cargas axiais, de acordo com a rigidez dos
materiais, sofre tensbes de tragcdo no bloco e de confinamento na argamassa.
Portanto, a resisténcia a tracdo do bloco se torna um fator de elevada importancia. A
resisténcia a tragdo pode ser determinada de maneira direta ou indireta, contudo
devido as dificuldades da realizagdo dos ensaios diretos, os indiretos sdo os mais

comuns (Santos, 2014).

c |

fi 4

(a)

fc'
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4

(b)

Figura 2— Graficos da tensao — deformacgao nos blocos (a) na tragéo e (b) na compressao
(Silva, Lourengo, & Oliverira, 2003)
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A argamassa, por sua vez, é composta de uma mistura de cimento, agregado
miudo e aditivos, como os concretos, mas a diferenga esta nas diferentes
proporgdes que acarretam propriedades mecanicas distintas (Silva C. R., 2020). A
argamassa é a principal responsavel pela unido dos blocos, mas ela também possui
a fungao de distribuir as tensées ao longo da se¢édo das unidades, de acomodar as
deformagbes provenientes de carregamentos externos e de ajustar as tolerancias
geométricas dos blocos. Dito isso, para a argamassa desempenhar adequadamente
tais atribuicdes ela deve possuir certas caracteristicas essenciais como, no estado
fresco, a trabalhabilidade e a capacidade de retencdo de agua. Ja no estado
endurecido, as principais propriedades sao a resisténcia mecanica, capacidade de
absorver deformacgdes, resisténcia de aderéncia, retragdo na secagem e
durabilidade (Santos, 2014).

A aderéncia pode ser considerada uma das propriedades essenciais para o
bom desempenho da alvenaria. Esta € responsavel pela capacidade da junta de
resistir aos esforcos de tracdo perpendiculares ao seu plano e a tensdo de
cisalhamento provocadas pelas for¢gas tangenciais. A aderéncia é fundamental para
que as paredes resistam aos cisalhamentos produzidos por forgas laterais
principalmente no caso das alvenarias nao armadas, na qual a qualidade da
argamassa, a magnitude das forgas verticais e horizontais podem gerar modos de

rupturas distintos (Mata, 2011).

A interface entre bloco e argamassa, de certa forma, ndo constitui um
material da alvenaria, e sim uma regiao formada pela unido desses componentes,
logo suas propriedades sao influenciadas tanto por caracteristicas do bloco quanto
da argamassa. Além disso, as juntas de argamassa constituem caminhos principais
de propagacao de fissuras, bem como, ela € um fator relevante no modo de falha da

alvenaria como um todo (Silva C. R., 2020).

1.2. Painel de alvenaria

Numa edificagdo em alvenaria estrutural, quando ha a acado de ventos e
sismos, as lajes acabam atuando como diafragmas rigidos que distribuem os

esforgos cortantes entre as paredes conforme suas rigidezes, como apresentado na
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Figura 3. Posto isto, com um projeto adequado, as paredes sao capazes de absorver
os esforgos cortantes desenvolvidos nas interse¢des com as lajes (Santos, 2014).
Nesse contexto, a resposta de um painel sob compressédo submetido a carga lateral
€ utilizada para verificar a capacidade de carga e o comportamento global de

estruturas diante desses eventos.

Figura 3— Agao das forgas dos ventos na estrutura (Santos, 2014).

Assim, € necessario compreender que as cargas laterais e verticais
conduzem a uma combinagdo das tensdes de cisalhamento e normal (de
compressao e tragdo) em cada painel. A fratura e a ruptura do painel sob pré-
compressao carregado lateralmente ndo é algo simples de se analisar, em virtude da
complexa interacdo da ruptura por cisalhamento ao longo das juntas de argamassa,
da tracdo das fiadas e da falha por compressao geralmente na base do painel
(Chaimoon & M.Attard, 2007).

Outro ponto investigado é a andlise da falha por flambagem uma vez que o
painel estda submetido a carregamento axial compressivo. Esse tipo de analise
possui extrema relevancia em painéis com razao de esbeltez elevada para o qual a
influéncia de efeitos geométricos nado lineares € muito significativa e até critica, como

0s painéis de alvenaria construidos nos séculos 19 e 20 (Sandoval & Roca, 2012).

Como dito anteriormente, as paredes de alvenaria sao caracterizadas pela

baixa ductilidade e pela fraca capacidade de dissipacdo de energia, o que pode
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ocasionar em uma ruptura fragil, especialmente sob a agdo de sismos, uma vez que
eles podem atingir elevados niveis em comparagcdo a outros tipos de agdes. Os
modos de falha das paredes de alvenaria sem reforgco submetidas a carga vertical e

horizontal no plano, Figura 4(a), podem ser resumidos como:

e Ruptura por cisalhamento da junta de argamassa entre as fiadas,
Figura 4(b);
e Ruptura por cisalhamento diagonal, Figura 4(c);

e Ruptura por tragao na base e tombamento, Figura 4(d)

(c) (d)

Figura 4 — Mecanismos de rupturas em paredes de alvenaria quando solicitadas no seu plano por
cargas horizontais e verticais (Hamid, Mahmoud, & Magd., 1994).

A ruptura por cisalhamento da junta de argamassa entre as fiadas ocorre
devido a formacgao de fissuras horizontais; além disso, planos de deslizamento
podem ser formados ao longo das juntas fissuradas (Magenes & Calvi, 1997). Esse
modo de falha é possivel quando a tensdo de cisalhamento resultante da forga
horizontal exceder a soma da resisténcia ao cisalhamento da parede mais a tensao
vertical compressiva multiplicada pelo coeficiente de friccdo entre a argamassa e as
unidades (Hamid, Mahmoud, & Magd., 1994).

Ja a ruptura por cisalhamento diagonal € caracterizada pelas fissuras
diagonais, que se iniciam no centro do painel e se propagam para os cantos, sendo
este o mecanismo de ruptura mais comum em paredes de alvenaria. Esse modo de

falha ocorre primeiramente pela fissuragdo da argamassa de assentamento ao longo
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das zonas de compressao do painel, que se propaga a medida que o carregamento
lateral aumenta. No caso de carregamentos com magnitude elevada, pode ocorrer o
esmagamento dos blocos. Este modo de falha normalmente acontece quando a

carga vertical € maior que a horizontal.

Por fim, 0 modo de ruptura por tragdo na base e tombamento envolve dois
tipos de ruptura diferentes: se a carga vertical aplicada € menor do que a resisténcia
a compressao, o carregamento horizontal gera fissuras de tragdo nos cantos; dessa
forma, o painel comega a se comportar como um corpo rigido, se inclinando em
torno da base, ou seja, ocorre o tombamento da estrutura. Contudo, no caso do
painel submetido a uma carga vertical que supera a resisténcia a compressao, o
painel é progressivamente caracterizado por fissuras sub verticais na diregdo dos
cantos comprimidos, isto &, ocorre o esmagamento do painel. E importante ressaltar
que esses dois mecanismos nado ocorrem de maneira individualizada, portanto, a
analise normalmente é realizada considerando o0s dois mecanismos

simultaneamente.

Os fatores predominantes no modo de ruptura na base e o tombamento estao

associados a resisténcia tracdo da argamassa, a eficiéncia da ligacdo entre a

argamassa e o bloco e a relagao entre a carga vertical e horizontal (Ferreira, 2014).

Na realidade, o mais comum ¢é que todos esses modos de ruptura ocorram
simultaneamente, dessa maneira explicitando a complexidade estrutural de paredes

em alvenaria, conforme ilustra a Figura 5.
L_je )

FLEXAO
COMPRESSAO
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Figura 5 — Fissuras que ocorreram num edificio de alvenaria de tijolo, apds um sismo ocorrido no
norte de ltalia, 2012. (Ferreira, 2014).
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Apesar de o principal carregamento para o dimensionamento de painéis de
alvenaria ser axial, a resposta de um painel sob compressdao submetido a cargas
laterais € utilizada para verificar a capacidade de carga e o comportamento global
das estruturas diante de eventos como ventos e sismos. Vale ressaltar que a curva
de capacidade de carga permite calcular a capacidade de deformagao prevista para
estrutura e fornece informagdes sobre a ductilidade, que escapa a uma analise linear
(Ferreira, 2014).

Contudo, a avaliagdo da capacidade de carga das estruturas de alvenaria
submetidas ao carregamento horizontal ndo é algo simples, dado que esta depende
da confiabilidade dos modelos empregados. Como a alvenaria € um material
heterogéneo com caracteristicas ortotrépicas, além de possuir juntas de argamassa
que acarretam planos de fraqueza, esse tipo de modelagem se torna ainda mais

complexa (Mata, 2011).

A modelagem numérica da alvenaria estrutural pode enfatizar uma
representacdo detalhada de todos os seus componentes (blocos, juntas de
argamassa € a zona de interface), a qual é denominada de micro modelagem. Ou
como ¢é feito neste trabalho adotar uma representagdo macro da estrutura (macro
modelagem) na qual o material € considerado como um composito, dotado de

propriedades elasticas médias, obtidas através do processo de homogeneizagéo.

1.3. Modelagem do painel de alvenaria por elementos de barra

Este trabalho visa realizar uma anélise unidimensional de um painel de
alvenaria através do Método dos Elementos Finitos. A partir da resposta de um
painel sob pré-compressao submetido ao aumento progressivo de uma carga lateral,
€ possivel obter a curva de capacidade de carga do painel, que pode ser empregado
para avaliar o comportamento global de estruturas (Gesteira, 2020). E neste
contexto que este trabalho investiga e aprimora a formulagdo para o calculo de
curvas de capacidade lateral (carga lateral vs. deflexao lateral) proposta por Grande
et al. (2013).

Nesse estudo, a alvenaria é considerada como um material homogéneo, ou

seja, dotada de propriedades elasticas médias, obtidas por ensaios de
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caracterizagcao de paredinhas ou homogeneizagao. Admite-se que a alvenaria nao
suporta tensdes de tracdo e que a resposta a compressao segue um comportamento

elasto-plastico perfeito, isto é, a resisténcia a compresséo da alvenaria f,, jamais €

excedida. Uma vez que esteja atingida ela € mantida, e toda deformagao adicional é

exclusivamente de natureza plastica, como apresentado na Figura 6, sendo ¢, a

deformacéao elastica limite e ¢, a deformacao ultima.

A

a

[0 [T ——

\j

Ey Ey

Figura 6 — Curva tensao deformagao na compressao adotado (Benedetti & Steli, 2008).

A Figura 7 (a) representa um painel de alvenaria submetido a cargas no
plano. A modelagem ¢é realizada por elementos de barra, de forma que a
configuracao final da estrutura é obtida pela reuniao das barras isoladas, Figura 7(b).
Como se desconsidera a resisténcia a tracao da alvenaria, a secao transversal
resistente do painel varia continuamente ao longo da altura, conforme a evolugéo da

regiao comprimida, Figura 7(c).
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Figura 7 — (a) Painel de alvenaria composto (b) Painel modelado por elementos de barra (c) Painel
composto por trés trechos. Adaptado de Grande et al. (2013).
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Para um dado valor de forca lateral V, o painel pode ser considerado como
composto por diferentes trechos ao longo da altura da estrutura, de modo que cada
trecho possui um estado de tensdo e deformacgdo caracteristico, como ilustra a
Figura 8(b). O numero de trechos e as suas extensdes dependem de uma série de

parametros como as propriedades da alvenaria, o valor da carga aplicada e a

geometria do painel. Considerando como ¢,, o valor da deformagdo maxima
quando o material esta submetido & compresséo, ¢, o valor da deformagéo elastica

limite para a alvenaria, x, a posig&do da fibra em que se inicia o escoamento e x, a

posicdo do eixo neutro na base do painel, os seguintes trechos podem ser
identificados (Gesteira, 2020):

a) Trecho 1: Toda secéo transversal estd comprimida, isto €, (xu ZB) eo
material esta no estado elstico (¢, <e, ).

b) Trecho 2: Somente uma parte x, da segédo transversal esta
comprimida, ou seja, (xu <B)e o material continua no estado elastico
(%dx < gy).

c) Trecho 3: Somente uma parte x, da secdo transversal esta

comprimida, isto &, (xu <B), porém o material se comporta no estado

plastico(z,,, >, ) -
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Figura 8 — (a) Painel de alvenaria composto por trés trechos e (b) os estados de tensao-deformacao

correspondentes. Adaptado de Grande et al. (2013).
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A curva carga lateral vs. deflexao lateral no topo do painel (V vs. D) é obtida
por uma analise nao linear incremental, sendo que cada ponto da curva é calculado
em duas etapas. A primeira etapa consiste em analisar o numero de trechos no
painel e os estados de tensdo-deformacgao correspondentes para um dado valor de
V, a partir do calculo isostatico. A segunda etapa avalia o deslocamento D do painel
pelo método dos elementos finitos e da série de poténcias. E valido ressaltar que
ambos os métodos consideram a teoria de Timoshenko, visto que a distorcdo ao
cisalhamento desempenha um papel crucial na formagao da resposta sismica e do
vento das estruturas de alvenaria. As matrizes de rigidez de cada elemento sao
avaliadas a partir das propriedades geométricas da secdo transversal resistente

determinada na primeira etapa.

Na segunda etapa, este trabalho analisa trés tipos de modelos. O modelo 1
discretiza o painel num numero de elementos finitos escolhidas pelo usuario com
propriedades geométricas da secao transversal constantes. O modelo 2, proposto no
presente trabalho, discretiza o painel com um elemento finito por trecho, cada um
com largura da secgdo transversal resistente variando linearmente ao longo do
elemento. Portanto, cada ponto da curva V vs. D pode empregar de 1 a 3 elementos,
a depender do numero de trechos existente para a carga lateral analisada. O modelo
3 também discretiza o painel com um elemento finito por trecho com largura da
secao transversal resistente variando linearmente ao longo do elemento, porém
neste modelo as propriedades geométricas da secao transversal sdo expandidas em
séries de potencias até uma certa ordem, onde ha precisdo nos resultados. As
formulacdes foram implementadas no MATLAB (MathWorks, Inc, 2018) e testadas

em exemplos obtidos na literatura.

Dessa forma, a partir desses trés modelos sdo realizadas as seguintes
consideragdes sobre os modos de ruptura do painel de alvenaria modelado neste
trabalho:

e A ruptura por cisalhamento da junta de argamassa entre as fiadas esta
sendo desconsiderada, visto que nao foi implementado um mecanismo
para considerar o deslizamento das juntas.

e O tombamento do painel, quando o mesmo atinge a rotagéo limite
para inicio de movimento de corpo rigido, também nado esta sendo

considerado.
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Na segunda etapa também é realizada a analise nao linear geométrica com
objetivo de analisar se os efeitos da carga axial no painel geram significativas
deflexdes laterais que consequentemente podem ocasionar no aparecimento de
momentos fletores e deslocamentos adicionais denominados de segunda ordem. A
analise nao linear geométrica é resolvida de maneira incremental através do método

de Newton-Raphson.

1.4. Equilibrio da se¢ao transversal na base

A partir do equilibrio do diagrama de tensdo normal atuante na segéao
transversal na base do painel, Figura 8(b), pode-se delimitar os trechos e obter as

expressdes da deformagdo maxima, ¢,

. e da carga lateral V. O célculo de V esta
fundamentado em quatro passos, além disso, ela é incrementada indiretamente a

partir da variagao incremental da posi¢gao da linha neutra na base do painel x

u

(Figura 9). Vale ressaltar que cada incremento de carga V, € necessario para se
determinar a nova posi¢gédo da linha neutra ao longo do painel e assim, calcular as
propriedades geométricas da secgao transversal de cada elemento na analise por

Métodos dos Elementos Finitos.

Posigio
dex,

@ x,<B
Eq. (1.8) Eg. (1.10).Eq.(1.15)

o

Eq. (1.9) e Eq (1.16) Eq. (1.11)
—

Figura 9 — Fluxograma do calculo da carga lateral a partir da posi¢cao da linha neutra. Adaptado de
Grande et al. (2013).
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O primeiro passo para o calculo da carga lateral V consiste em definir a

posicdo da linha neutra x,, porem como o painel possui trechos com larguras
variaveis ha duas alternativas para o estado de tensdes na base da estrutura: toda
segéo esta comprimida se x, 2B ou somente uma parte da se¢gdo comprimida se
x, < B.0O segundo passo consiste na determinagédo da fungédo de deformag&o, que
conforme foi mostrado na Figura 8(b) varia linearmente ao longo do comprimento.

Assim, as equacgdes que definem as fungdes de deformagédo sédo obtidas de

acordo com as deformagdes de inicio e fim de cada trecho de comprimento igual a

posicdo da linha neutra. No caso do trecho 1 (x,2B e ¢,,<¢ ), a fungéo de

deformacado é definida considerando £(0)=¢_ e &(B)=¢ Ja para o trecho 2 (

max "

x,<Be ¢,,<¢), a fungdo de deformagdo ¢é determinada considerando

&(B-x,)=0e &(B)=g¢,, . Finalmente, no caso do trecho 3 (x,<B e ¢,, >¢,), a

fungdo de deformagéo é definida atentando para ¢(B—-x,+x,)=0 e £(B)=¢,, sendo
x, a posicao da fibra em que se inicia 0 escoamento. Isso resulta nas seguintes

funcdes de deformacéao para os trechos 1, 2 e 3 respectivamente:

g(x) — x(gmaxB_ gmin) + gmin (1 1)
3(X) — (X—B+Xu )gmax (1 2)
£(x) = (x‘BxL)g} (1.3)

s

Apoés a determinacao da funcao da deformacédo, o préximo passo consiste na
imposicao das equacgdes de equilibrio das forgcas na diregdo y para obter as
expressodes das deformacdes maximas de cada trecho:

> F, =0 [ Ete(x)dx—N =0 (14)

Em que E € o moddulo de elasticidade da alvenaria e t corresponde a
espessura da secdo transversal do painel. E interessante enfatizar que a

deformacdo maxima podera assumir valores maiores ou menores que a deformagao
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de escoamento ¢,, mas ndo podera exceder a deformacéo ultima &, que indica a
condicdo de ruptura. Finalmente, o quarto passo consiste no calculo do valor da
carga lateral V impondo o equilibrio de momento em torno do né A, da Figura 8(a),
conforme a Equacéo (1.6):

M, :0—>.|.Etg(x)xdx—N§—VH:0 (1.5)

A seguir, os calculos da deformacdo maxima ¢__ e da carga lateral V para

max

cada trecho do painel:
e Trecho1(x,2Be ¢, <¢,):

No caso do trecho 1, o somatério de forgas resulta em:

B

e BEt |

ZFyejEz(wwmjdx—N:o»N: (gmaz"”mm) (1.6)
0

Além disso, através do diagrama de deformacao da Figura 8(b) é possivel

obter uma relagéo entre a deformagdo maxima ¢, e a minima &, conforme
mostrado na Equacéo (1.7):
_ . (,-B)
gmin - gmax x— (17)

Substituindo a Equacao (1.7) na Equacao (1.8), chega-se a expressédo de

deformacdo maxima, ¢,__ , para o trecho 1:

2N

BEt[1+(x“_BD (1.8)
xu

Ja o equilibrio de momentos em torno do n6 A resulta na seguinte expressao

&

de carga lateral V:

_(x,—B)

. 5 Ee_ (1 thz
ZMA%IEtx(ergmmjdx—N——VH=0—>V= i (1.9)
) B 2 12H
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e Trecho2(x,<Be ¢, <¢,).

No caso do trecho 2, o somatério de forgcas e momentos resulta nas seguintes

expressodes de deformagédo maxima, ¢, e de carga lateral V:

B

-B

sz_> J‘ Et ()C +xu)gmax x_N:O_)gmax:ﬂ (1.10)
B-x, X, Exut

u

X 2H

u

5 ((x-B+x,) B Fll, [f?j
>M, > | Etx( dnlai gm"‘xjdx—NE—VH=O—>V= (1.11)
B—x,

e Trecho3(x,<Beg¢,,>¢,):

No caso do trecho 3 ha a plastificacdo da secgado transversal, portanto, o
calculo do equilibrio de forcas apresenta duas parcelas: a elastica e a plastica.
Sendo que, na regido plastica, a tensdo é uma fung¢ao constante igual a resisténcia a

compressédo da alvenaria, f,, . Disso resulta:

B—x, +x, (x—B+ x,,)gy h
ZF,V_) J. Etx x— X+ J. fotdx—N =0 (1.12)
Box,

s B—x, +x

Além disso, por meio do diagrama de deformacao da Figura 8(b) é possivel
obter uma relagéo entre a posigéo da fibra em que se inicia o escoamento, x, e a

posicéo da linha neutra x,, conforme mostrado na Equacgéo(1.13):

X, = (1.13)

Como a resposta compressao do painel possui um comportamento elasto-

plastico perfeito, ilustrado no diagrama de tensao da Figura 8(b), tem-se:

T =E¢, (1.14)
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Logo, substituindo as Equagdes (1.14) e (1.13) na Equagdo(1.12) e
resolvendo as integrais do problema, chega-se a expressao de deformagdo maxima,

&...,» para o trecho 3:

fmk'xugyt

£ =—lmyt 1.15
max 2(];”kxut_N) ( )

Ja o equilibrio de momentos resulta na seguinte equagao para carga V.

B—x,+x; _B B
I Etxmdx+ J. tfmkxdx—Nﬁ—VH:O
B-x, xs B-x,+x 2
(1.16)
fund( 545 on o mn o8 )
V= 2H

A delimitacdo de cada trecho do painel € dada pelas alturas H, e H,. A altura
H, é a distancia da base do painel até o ponto em que x, =B e pode ser calculada

considerando ¢, =0nas Equagbes (1.8) e (1.9) e substituindo ¢, resultante da

Equacéo (1.8) na (1.9), chegando a:

NB
H=H-— (1.17)
6V

Ja a altura H, é a distancia da base do painel até o ponto em que comeca a
plastificacdo e pode ser calculada isolando x, da Equacéo (1.10) e substituindo-o e

na Equacdo (1.11), além disso como ocorre o escoamento da secdo e o
comportamento é elasto-plastico perfeito a tensao € uniforme e igual a resisténcia a

compressédo da alvenaria, f,, .

HZZH_E[E_ 2N j (1.18)

1.5. Configuracdes dos trechos do painel com a mesma condigao de tenséao
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Para cada valor de carga V, o calculo do deslocamento D no topo do painel é
feito pelo método dos elementos finitos empregando a formulacdo de vigas de
Timoshenko. A obtengdo da curva de capacidade lateral é construida a partir do
processo incremental da carga lateral V, através de incrementos na posi¢ao do eixo

neutro x, e do calculo da deflex&do lateral no topo D correspondente. Esse processo

continua até que a deformacéo ultima ¢, seja alcangada na base do painel.

No caso da abordagem que discretiza a estrutura em um numero fixo de
elementos com sec¢ao transversal constante, é necessario o calculo da largura B’ da
secgao transversal resistente nos nés das malhas dos elementos, para que se possa
avaliar as propriedades geométricas de cada elemento. A largura B’ corresponde a
porcao comprimida da secéo transversal e esta relacionada com a posicédo da linha
neutra, que depende do trecho ao qual o né pertence. Para o trecho 1, toda sec¢ao
esta comprimida e a posicdo da linha neutra é constante ao longo de todo o
comprimento, resultando em B'= B. Contudo, para os trechos 2 e 3 a largura B’ no
no é calculada por interpolagao linear a partir dos valores conhecidos do inicio e fim
de cada trecho. A seguir, as equagdes resultantes da interpolacdo linear que calcula

a largura B’ nos trechos 2 e 3, sendo c¢ a distancia entre o elemento e a base do

painel.
e Trecho2(x,<Be ¢, <¢,):
(H,—c)(B-x,)
B'=B- u
H (1.19)
e Trecho3(x,<Be ¢, >¢,):
H,—c)(x,—x
B':x},—( 2 =, ”),sec<H2 (1.20)
H2
H —c)(B-x,
p-p-_ IHC)( %) e H, <c<H, (1.21)

11— 4
A depender da posi¢cao do eixo neutro na base x, ha trés possibilidades para

a configuragdo do painel como ilustrado na Figura 10, na qual também estéo

indicadas as expressdes de B’ no inicio e no fim de cada trecho, sendo x, =2N/f,, .
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Para um dado valor de B’, as propriedades geométricas da se¢cao geométricas da

segao transversal resistente retangular sédo dadas por:

A:B'teI:B (1.22)
N N‘ N
1% Vv v ~
| i g
1 ! ]. ' 1 Emax = Ey
I I —‘-‘—'—'_':JJ]_LaJLt---....
i i P
i o Emax = Ey u “—HIIr[ni_ H
l ==L A L
i | ) | L i5:?
! ! H, : ¥ H,
i i i
i 2 ! J i 3 : J_ d
B . Bxu r ' r B x, Ir
I |1t I |1t |z ]t
LTI emae = &y ][ [Emax < &y '[[]-N.‘H Emax = Ey
(a) (b) (c) o

Figura 10 — Possiveis configuragdes de trechos do painel de alvenaria. Adaptado de Grande et al.
(2013)
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2. ELEMENTO FINITO DE BARRA COM SEGAO TRANSVERSAL VARIAVEL

Este capitulo tem como objetivo resumir os principais conceitos matematicos
envolvidos na idealizagcdo do comportamento de barras. Essa idealizagdo é
fundamentada em hipéteses simplificadoras utilizadas para o comportamento axial e
para o comportamento a flexdo, considerando o modelo de Timoshenko, que leva
em conta deformagéo por cisalhamento (Martha, 2018). A teoria de Timoshenko é
utilizada neste trabalho, visto que ela possui significativa relevancia nos casos em
que a relagdo comprimento/largura é baixa, ou seja, quando a estrutura possui o

indice de esbeltez baixo.

Além disso, com o objetivo de diminuir o numero de elementos no modelo
numeérico, propde-se empregar um unico elemento de barra com segao transversal
variavel para cada trecho do painel, considerando a largura B’ variando ao longo do
elemento. Para isso, primeiramente obtém-se as solucdes das equagdes diferenciais
do equilibrio de um elemento infinitesimal com secao transversal variavel na sua
configuracdo indeformada e deformada, considerando-se a teoria de Timoshenko.
Na sequéncia, obtém-se as fung¢des de interpolacdo e as matrizes de rigidez elastica
e geométrica. Essas matrizes s&o calculadas a partir das expressdes genéricas do
principio dos deslocamentos virtuais através da configuragdo indeformada da
estrutura. A configuragcao deformada € utilizada no calculo dos elementos com secéo
transversal variavel obtidos pelo método da série de poténcias. Esse ultimo €
relevante, uma vez que permite resolver qualquer tipo de variagdo da secédo

transversal.

Assim como, também é realizada a analise nido linear geomeétrica com
objetivo de analisar se os efeitos da carga axial no painel geram significativas
deflexdes laterais que consequentemente podem ocasionar no aparecimento de
momentos fletores e deslocamentos adicionais denominados de segunda ordem. A
analise ndo linear geométrica € resolvida de maneira incremental através do método

de Newton-Raphson.
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2.1. Idealizagao do comportamento de barras

Essa sec¢ao tem como objetivo resumir as principais expressdes envolvidas na
idealizacdo do comportamento de barras. Essa idealizacdo é fundamentada em
hipéteses simplificadoras utilizadas para o comportamento axial e para o

comportamento a flexao, considerando o modelo de Timoshenko para vigas

(Martha, 2018).

2.1.1. Teoria de Timoshenko

A teoria de Timoshenko desconsidera que a secio transversal permanece
normal ao eixo da barra que sofre flexdao. Contudo, ela leva em conta que a secéo
permanece plana, ou seja, nao ha empenamento da mesma. Assim sendo, a rotagao
da secdo transversal fica desassociada da tangente da elastica. A Figura 11

apresenta a interpretacio fisica para a distorcdo de cisalhamento ) : a diferenca

entre a tangente da elastica d%lx e a rotacdo devido a flexao 6 é justamente Y
(Martha, 2018).

A teoria de viga Timoshenko € baseada em quatro hipoteses fundamentais,

ilustradas na Figura 11:

e A primeira hipotese é a permanéncia da secao transversal plana
quando ha deformacgao da viga;

e A segunda considera que o angulo de rotagdo 6 da secao transversal
€ muito pequeno e, portanto, pode ser aproximado pela sua tangente;

e A terceira desconsidera as deformacdes e tensdes normais na dire¢cao

do eixo y da barra;

e A quarta considera um estado plano de tensdes, desconsiderando o

efeito de Poisson.
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dv
T (rotagdo total da secfo transversal)
dx

(rotacdo a flexdo)

Figura 11 — Campos dos deslocamentos no interior de uma barra (Rodrigues, 2021).

O campo de deslocamentos no interior da barra € dado por:
u(x, y) =y (x) = 0(x)y 2.1)

(X, y) =v,(x) (2.2)

onde u,(x)corresponde aos deslocamentos axiais e V,(x) aos transversais do

centro de gravidade da segao transversal, ou seja, da linha elastica da barra, em

y=0. Assim sendo, a partir das Equacgdes (2.1) e (2.2) conclui-se que o campo de

deslocamento de uma barra pode ser obtido a partir de u,, v, e €, que sdo reunidos

em um vetor de deslocamentos generalizados {u} dado por:

uy(x)
{u} =< 0(x) (2.3)

Vo (%)

Como visto anteriormente, o campo de deformagdes do comportamento plano
de uma barra, sucede em um campo de deformagdes onde ha apenas as
deformagdes normais na direcdo axial e distorgdes de cisalhamento. Logo, no caso
de modelos de vigas e porticos planos, ha somente as componentes de tenséo
normal a secéo transversal da barra e a tensdo de cisalhamento. Dito isso, a Figura

12 apresenta as componentes de tensdo em um elemento infinitesimal de barra.
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Observa-se que 0, corresponde a tensao normal na diregdo longitudinal da

barra devido aos efeitos axial e de flexdo e 7,, condiz com a tens&o de cisalhamento

pontual determinada pelo efeito cortante (Martha, 2018).

(o8 ﬁ dy o,
T

xy

y

dy[] X
dx

Figura 12 — Componentes de tensdes em um elemento infinitesimal de barra (Martha, 2018).

2.1.2. Relacoes entre deslocamentos e deformacoes

Esse item apresenta as relagcbes de compatibilidade e continuidade entre
deformagdes e deslocamentos no interior de uma barra. Para isso, € necessario
levar em conta que as deformacgdes sdo pequenas, ou seja, as relagdes diferenciais
entre deslocamentos e deformacdes consideram somente termos lineares. No caso

do estado plano de tensdes, essas relagdes sao definidas por:

g = (2.4)
oox '

e = 2.5
v oy Ox (2.6)

sendo que &, corresponde a deformagédo normal na diregdo longitudinal da barra,

¢, a deformagdo normal na diregdo transversal da barra e y a distorgdo de

cisalhamento. A Figura 13 mostra as componentes de deformagéo no plano atuantes

num elemento infinitesimal.
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u+—dy —
_ov ou

%
R e IO 0

Figura 13 — Componentes lineares de um elemento infinitesimal no caso plano
(Martha, 2018).

Segundo o campo de deslocamento definido nas Equagdes (2.1) e (2.2), as

relagdes deformacao-deslocamento podem ser reescritas como:

du, do
& = E—E (27)
€, = 0 (2.8)
y = %—e (2.9)

Observa-se que a deformacao longitudinal, Equagao (2.7), possui duas
f, como indica as

X

parcelas; a primeira é a axial ¢/ e a segunda é a de flexdo ¢

expressoes a seguir:
(2.10)

o du,

(2.11)

estabelece uma relacdo de

Vale ressaltar que a Equagdo (2.9)
compatibilidade entre a distorcdo de cisalhamento devido ao esforgco cortante, a

rotagdo da secgao e o deslocamento transversal. Verifica-se que a hipotese adotada
para o campo de deslocamentos resulta em uma distorcdo de cisalhamento
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constante em cada secdo transversal (Martha, 2018). Além disso, define-se a

derivada de d8/dxcomo o gradiente da rotagao por flexdo x’

Deste modo, considerando a teoria de Timoshenko, pode-se definir um vetor

de deformagdes generalizadas dado por:

e Y O O,

=

. d
K=l o 4/ 0130 (2.12)
7’ d 1M
0 4/ -
De forma genérica, a expressao anterior pode ser representada como se
segue:

fic} =[0]{u} (2.13)

onde {K‘} equivale ao vetor de deformacgdes generalizadas do elemento infinitesimal,

{u} € o vetor de deslocamentos generalizados de um ponto no eixo da barra, [8] éa

matriz de operadores diferenciais.

2.1.3. Lei constitutiva linear para o material

Para material em regime elastico-linear, isto é, de acordo com a lei de Hooke,

a relagcao constitutiva entre tensdes e deformacdes é dada por:

o =Ee (2.14)

7, =Gy (2.15)

sendo 0, a tensdo normal na segdo transversal da barra (diregdo longitudinal), £ o
modulo de elasticidade, &, a deformagédo normal na direcéo longitudinal da barra,

. a tensdo de cisalhamento, G o modulo de cisalhamento e 7 a distor¢do de

cisalhamento (Martha, 2018).
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2.1.4. Relacbes de rigidez do elemento infinitesimal de barra

Séao chamadas de rigidez do elemento infinitesimal da barra as relagbes entre

deformacdes elementares e o correspondente esforgo interno.

]

¥ _,-_H_d()
_ / \
@ 7 b % ©)
— I, :
N / I N Q I l < M C } ‘>M
I ; / \
_ i DS e ey

Figura 14 — Relagéo de Rigidez entre esforgos internos e deformagdes (Martha, 2018).

No caso do efeito axial, Figura 14(a), a relacdo de rigidez entre o esforgo

normal e a deformagao axial de um elemento infinitesimal de barra é:

duy
dx

N=EA=Y - N = Ed&" (2.16)

onde a rigidez axial do elemento corresponde ao produto entre o mddulo de
elasticidade (£ ) e a area da seg3o transversal (4).
Para o esforgo cortante, Figura 14 (b), a relacdo de rigidez entre o esforgo

cortante e a distorcdo de cisalhamento, sendo a ultima considerada de forma

integral, é:

dh d
0=-Gzd—">0=-Gydy 0= G;(ALd—i—ej (2.17)

Em que a rigidez transversal ao cisalhamento do elemento infinitesimal
corresponde ao produto entre o0 moédulo de cisalhamento do material (G ), a area da
segdo transversal (4) e o fator de forma (}) que define a area efetiva para
cisalhamento da secdo transversal. Esse fator tem valor de 5/6 para secgOes

retangulares, que é o tipo de secgéao utilizada nesse trabalho.

Para o efeito de flexdo, Figura 14(c), a relagéo de rigidez entre momento fletor
e o gradiente da rotagao por flexao é:
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MzEI?—)M:E[kf (2.18)
X

onde a rigidez a flexdo do elemento corresponde ao produto entre o médulo de

elasticidade (E) e o momento de inércia da segao transversal (/).

Assim sendo, as relagbes de rigidez dadas pelas Equacdes (2.16) a (2.18)

podem ser reescritas em notagdo matricial, chegando-se a:

N E4A O 0 &l

Mi=l 0 EI 0 |k (2.19)
0 0 0 —Gydl||y

Logo, as relagdes matriciais de rigidez do elemento infinitesimal da barra

podem ser generalizadas através da seguinte expressao:

{m}=[S].{k} (2.20)

Sendo {m} o vetor de esforgos internos do elemento infinitesimal, {k} o vetor de

deformagdes generalizadas do elemento infinitesimal e [S] a matriz de rigidez do

elemento infinitesimal (Martha, 2018).

2.1.5. Equacodes de equilibrio do elemento infinitesimal na condicio indeformada

A Figura 15 mostra as forgas atuantes num elemento infinitesimal de barra de

portico plano na sua configuracao indeformada.

Q+dQ

] (x) M+ dM

—_—— — 5

p(x)

N +dN

Figura 15 — Equilibrio do elemento infinitesimal considerando a configuragao original
(Rodrigues,2019).
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A partir do equilibrio de forgas no elemento infinitesimal considerando apenas
a geometria inicial do modelo, isto €, incluindo apenas os efeitos de primeira ordem,

€ possivel obter as seguintes expressoes:

Y F, =0—>+dN+p(x)dx=0—>%=—p(x) (2.21)
> F, =0—>—dQ+q(x)dx=0—>%:q(x) (2.22)

dM (x) _

o 2™ (2.23)

> M, =0—>+dM—(Q+dQ)dx+q(x)d7xz=0—>

onde M(x) é o momento fletor, O(x) o esfor¢o cortante, g(x) a carga transversal

distribuida e p(x) a carga longitudinal distribuida.

Considerando a relagéo de rigidez dada pela Equagao (2.18) e substituindo

na Equacgao (2.23), obtém-se:

d’o

EI
)~z

~0(x)=0 (2.24)

2.1.6. Equacoes de equilibrio do elemento infinitesimal na condicido deformada

Na Figura 16 apresenta um elemento infinitesimal de viga na condigao

deformada, submetido a um carregamento distribuido ; e a uma carga axial

constante p.

Figura 16— Equilibrio de um elemento de viga deformado (Martha e Burgos, 2015).

A imposicao do equilibrio do elemento resulta em:
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dv(x) _

D F,=0—>—dV +q(x)dx=0— q(x) (2.25)

: dM (x)

> M, =O—>+dM—(V+dV)dx+q(x)d%—Pdvo =0 =V )+

Pdv,(x) (2.26)
dx '

Onde v(x) é o deslocamento transversal, V(x) a componente vertical do

esforco na secdo transversal, P a componente horizontal do esforgo na secgéo

transversal.

Considerando a expressao da deflexdo da linha elastica dada pela Equacéao

(2.18) pode-se desenvolver a equagéo diferencial que descreve o problema:

E[M_V(x)_pm=o

dx’ dx
3 2
N, d 6?(2x) _dV (%) —Pd vogx) _
dx dx dx

(2.27)

0

Substituindo a Equacéo (2.25) na expressao anterior, tem-se:

EI d3‘9(2x) e dZVogﬂ = g(x) (2.28)
dx dx

Conforme foi dito anteriormente, a teoria de Timoshenko considera a
distorcdo por cisalhamento como uma rotagcdo adicional as seg¢des transversais,
conforme mostra a Figura 11, portanto a projecdo dos esforgos € obtida usando a

rotagéo total ao invés de apenas a rotagéo por flexdo 6.

A Figura 17 ilustra os esforgos e deslocamentos em um elemento infinitesimal
deformado de barra considerando a teoria de Timoshenko. A analise da Figura 17
revela que, para pequenos deslocamentos e rotagdes, os esforcos solicitantes na

secao transversal podem ser escritos da seguinte forma:

N(x)=Pcos(+y)-V(x)sen(@+y)=P—-V(x)(@+y)—> N(x)=P-V(x) @ (2.29)
X
O(x) = Psen(0 + )+ V(x)cos(8 + 1) = P(O+y) +V (x) = O(x) = P dn(x) | V(x) (2.30)

X
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Figura 17— Esforgos e deslocamento na forma classica da viga de Timoshenko (Rodrigues, 2021).

Derivando a Equacéo (2.30) uma vez em relagdo a x e utilizando a Equagéao

(2.25), resulta em:

Substituindo a Equagdo (2.17) e considerando que o carregamento

transversal ndo esta incluso, ou seja, ¢(x) =0, chega-se a:

d dv d*v,(x)
—| GyA(x)| ——2+0 | |-P—5—==0 2.32
dx[ d (x)( dx D dx’ (2.32)
Uma constatagdo importante é obtida com a substituicdo da Equacéao (2.30)
na Equacgado (2.26), visto que isso resulta na consagrada relagdo fundamental da
estatica entre o esforgco cortante e momento fletor dada pela Equacao (2.23). Assim

sendo, é possivel reescrever a Equacgao (2.17) em fungdo do momento fletor:

dM (x)

= G;(A(x)(e(x)— (2.33)

dVO(x)J
dx
Substituindo a deflexdo da linha elastica expressa da Equacado (2.18) na
Equacéo (2.33), chega-se a:
d

db(x)
dx

j +GyA(x) (—H(x) + Mj
dx

0 (2.34)

2.2. Equacoes diferenciais e fungoes de forma
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Essa secdo tem como propdsito definir as equagdes diferenciais, e suas
solucdes classicas, que determinam o comportamento analitico de um elemento
infinitesimal da barra para efeitos axiais e de flexdo, por meio das condi¢cbes de
compatibilidade entre deslocamentos e deformacdes, das condigdes de equilibrio e

das leis constitutivas do material, ilustradas na sec¢ao anterior (Martha, 2018).

As equacgbes diferenciais e consequentemente as suas solugdes serao
obtidas para barra com misula reta (sec¢ao transversal varia linearmente ao longo da
barra). E valido ressaltar que no apéndice A estdo apresentadas as equacdes
diferenciais e suas solugbes para barra prismatica (secao transversal constante ao

longo da barra).

As equacdes diferenciais e suas solucdes classicas definem o comportamento
analitico de um elemento infinitesimal da barra tanto para os efeitos axiais como os
de flexdo. A solucdo completa dessas equagdes para deslocamentos e rotagdes é
obtida com a soma da solugdo homogénea com a solugédo particular. A primeira
corresponde a condicdo da barra descarregada e a segunda depende do
carregamento transversal (Martha, 2018). Como nesse trabalho ndo esta incluso o

carregamento transversal, ou seja, ¢(x)=0, ndo ha necessidade de calcular as

solugdes particulares; portanto, a solugdo homogénea corresponde a solugao final
das equacgobes diferenciais. Se houver carregamento transversal distribuido, este

sera aplicado através de cargas equivalentes nodais.

Essa secdao também ira demonstrar como se obter fungdes interpolacao de
uma dada funcgao, visto que em uma analise pelo MEF, o comportamento de um
solido pode ser representado por um comportamento discreto. Normalmente, a
solucdo discreta € obtida pelos deslocamentos nodais e a solucido do problema
continuo pode ser identificada interpolando os deslocamentos nodais com a
aplicacao das funcdes de forma.

Logo, as configuragcbes deformadas elementares de uma barra isolada
decorrem da imposicao individual dos deslocamentos nas suas extremidades, como

e ilustrado na Figura 18.
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Figura 18 — Configuracdo deformada da barra (Martha, 2018).

As solugcdes homogéneas para o comportamento de barras descrevem uma
configuracdo deformada que pode ser demonstrada em fungdo dos seus
deslocamentos nodais, utilizando as fungdes de interpolacdo. Essas equacdes
podem ser apresentadas de forma matricial e de uma forma condensada, conforme

apresentado a seguir:

d,
w) [N 0 0 M@ 0 0 [P [uw
Ox)p=| 0 N/(x) N(x) 0 N(x) N(x) d? —1 0(x) =[N]{d'} (2.35)
v,(x) 0 Ny(x) N;(x) 0  Njix) Ng(x) d‘.‘ v,(x)

d

em que [N] é a matriz que contém as fungbes de forma (Rodrigues, 2019), N*

corresponde as funcdes de forma axiais, N’ as fun¢des de forma de deslocamento
transversal e N?as fungbes de forma de rotacdo. Neste trabalho, propde-se
empregar um elemento de barra com segéao transversal retangular de altura variavel
(barra com misula), considerando a largura B' variando linearmente ao longo do
elemento (Figura 19) e que a espessura da secdo transversal ! permanece

constante ao longo da barra.

Figura 19— Elemento segéao transversal variavel
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Assim sendo, B' ¢ determinada de acordo com as condigdes de inicio (B,) e
fim (B,) de cada elemento de comprimento L, que nesse caso equivale a altura.
Vale ressaltar que, como a variagéo é linear, pode-se colocar B, em fungdo de B,

segundo a expressdo B =a B;:

B'(x):BO+(B1—BO)%:BO(1+(01—1)%} (2.36)

A partir da Equacéo (2.36), pode-se obter a funcédo da area 4(x) e da inércia a

flexdo /(x) da segéao transversal:
A(x) =B (x)t = Bot(1+(a—l)%j = A{H(a—l)%j (2.37)

Bgt[l+(a—l)x

I(x) Lj =1, [1+(a-1)%] (2.38)

B B'3(x)t B
12 12

2.2.1. Equacoes diferenciais para o comportamento axial

A Equacdo (2.16) estabelece uma relagdo entre o esforco normal e o
deslocamento axial. Com isso, a substituicdo dela na Equagao de equilibrio (2.21),
resulta na equacéo diferencial para o comportamento axial. Como o carregamento
axial nao esta incluso, a solugao completa dessa equacgao possui apenas a parcela

homogénea, resultando em:

di[EA(x)%} ~0 (2.39)

x dx

Como no caso da barra com misula reta a éarea varia ao longo do

comprimento do elemento, existem duas varidaveis na equacao diferencial: o

deslocamento axial #,(x)e a area A(x). Disso resulta:

d
x(a—l)HJ d’ Al u) 0 (2.40)
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2.2.2. Solucio das equacoes diferenciais para comportamento axial.

Essa segcédo tem como objetivo formalizar a interpolagdo dos deslocamentos
axiais no interior da barra em fungdo das deslocabilidades locais da barra, sendo
que, o deslocamento axial ug(x) s6 depende das deslocabilidades axiais dea; e dea:
(Figura 20).

|
|
< z -

Figura 20 — Elastica axial da barra de portico plano e deslocabilidades axiais (Martha, 2018).

As equacbes que definem as fungdes de forma axiais sdo obtidas por meio

das condigdes de contorno apropriadas. Portanto, a fungdo de forma N;' é definida
considerando u(0)=1,u(L)=0 e a fungdo de forma N, é definida considerando
u(0)=0,u(L)=1. As fungcdes de forma axiais resultantes, no caso da barra com
misula reta, sao:

N = log(x— L —ax)—log(—Le)

1

N = log(—L)—log(x— L —ax)
log(—L)—log(—Lax) ’ o log(e)

(2.41)

2.2.3. Equacbes diferenciais para o comportamento a flexdo considerando distorcio

de cisalhamento.

A inclusdo da distor¢cdo de cisalhamento provoca uma desassociacido entre a
tangente elastica e a rotagdo da segao transversal; com isso, ndo € possivel deduzir
uma equacao diferencial em funcado de apenas uma variavel para o comportamento
a flexao (Martha, 2018). Portanto, na circunstancia da barra prismatica, as equagdes
diferenciais que retratam o comportamento a flexdo da viga de Timoshenko dispdem

de 2 variaveis: o deslocamento transversal v(x) e a rotacdod(x). As equacodes

diferenciais para barra uniforme estdo apresentadas no APENDICE A. Entretanto, no

caso de elementos com secdo transversal variavel, misula reta, a area e a inércia
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também variam. Assim sendo, as equagbes diferenciais que descrevem o
comportamento a flexdo da viga de Timoshenko tém quatro variaveis: o
deslocamento transversal v(x), a rotacdo 6(x), a area A(x), e a inercia I(x) da
segao transversal. Para se chegar nessas equacdes € necessario expressar o
momento fletor e o esforco cortante em funcdo do deslocamento transversal e da
rotacdo. A Equacao (2.18) relaciona o momento fletor com a rotagdo e a Equagao

(2.17) fornece a expressao do esforgo cortante.

Substituindo a Equacdes (2.17) e (2.18) nas Equacgdes (2.22) e (2.23) resulta

nas equacoes diferencias da Teoria de Timoshenko:

d| dv

4 6am)| Lo ]| =0

. _Z (x)(dx ﬂ (2.42)
d[ do dv

Para se obter as equacdes diferenciais de equilibrio da viga com segéo
transversal variavel considerando a teoria de Timoshenko, € necessario substituir as

Equacdes (2.37) e (2.38) nas Equacgdes (2.42) e (2.43) resultando em:

ol o)

dx

(2.44)

24,G =0

do

x3
Ed(l{”(“‘l)J de P AN (2.45)
it )

As solugdes homogéneas sdo obtidas resolvendo as seguintes equagdes
diferenciais.

do(x)
dx dv,(x)

dx

. 310(1+(a—1)i)‘ (a—1)
E 10(1+(a—1)%) d°0(x) , L

- i + 2G4, [1+(a—1)%][ —9<x)j:o (2.46)

d(;{GAO (1+(a—1)zJ(”lV3)(f)—e(x)D
dx

I (2.47)
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Derivando a Equacéao (2.46) uma vez em relagado a x e utilizando a Equagéao

(2.47), obtém-se a relagao:

, x Y do(x)
d ([0[1+(a—1)L) = J (2.48)

E =0
dx*

Expandindo a Equacéo (2.48), chega se a:

x(a-1) +1J2 (a-1) o) g [X(O’L_l) +lj(a—l)2 40()

dx dx o 49
L R L " r - (2.49)
Dividindo a Equacao (2.46) por G4, [1+(a—l)%j, resulta em:
v, (x) EI x YV d20(x) 3(“(“_1)2)(“_1) d6O(x)
Mgy Ll (1+@-nZ) A0, ~ o2 10 (2.50)

E conveniente expressar a relagdo entre a inércia a flexdo El, e a inércia ao
cisalhnamento 4G em fungdo de um pardmetro adimensional. O parametro

adimensional Q, é em geral utilizado, considerando o comprimento da barra, L.

- Lh 2.51
e (2.51)
Assim, utilizando o pardmetro €, na Equagéo (2.51), tem-se:
dv,(x d*0(x) 3(a-1)do(x
M_Q(xﬂQOL2 (1+(a—1)%)((1+(a—1)%) dx(2 )+ ( Vi ) dfc )]20 (2.52)

2.2.4. Obtencdo das funcdoes de forma para o comportamento a flexdo sequndo o

elemento de Timoshenko.
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Essa secdo tem como objetivo formalizar a interpolagdo dos deslocamentos
transversais e rotagbes no interior de uma barra, dado que o deslocamento

transversal

v(¥Y) e a rotagdo O(x) sdo definidos pelas deslocabilidades def,”, def,”,def.”,

def,” HV def,
— L

|

»

<

Figura 21 — Elastica transversal da barra de pértico, deslocabilidades transversais. (Martha,2018).

def,;” (Figura 21).

Y

As equacdes que definem as fungdes de forma para as deslocabilidades
transversais no caso da barra com secao transversal variavel podem ser obtidas

resolvendo as Equacdes diferenciais (2.50) e (2.53), com base nas condi¢cbes de

contorno apropriadas. Logo, as fungbes de forma N/ e Nf sdo definidas
considerando v(0)=1,v(L)=0,6(0)=0e (L) =0; as fungbes de forma N, e Nf séo
definidas considerando v(0)=0,v(L)=0,8(0)=1 e 9(L)=0; as fungbes de forma N,
e Nf sao definidas considerando v(0)=0,v(L)=1,0(0)=0 e &(L)=0; as fungdes

de forma N, e Nf sdo definidas considerando v(0)=0,v(L)=0,0(0)=0 e O(L)=1

(Martha, 2018). As fungdes de forma resultantes est&o indicadas no APENDICE B.

2.3. Matriz de rigidez

O método dos elementos finitos € um método aproximado de calculo de
sistemas continuos, em que a estrutura é subdivida em um numero finito de
elementos, para descrever os campos de deslocamentos e rotagcdes da estrutura. As

matrizes desses elementos sdo montadas pela superposicao de submatrizes dos
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comportamentos elementares de deformacdo de uma barra. Desse modo, esta
secao apresenta uma formulagdo matricial para a matriz de rigidez elastica e
geométrica a partir das expressdes do principio dos deslocamentos virtuais e dos
coeficientes de flexibilidade (Martha, 2018).

2.3.1. Principio dos deslocamentos virtuais

O principio dos deslocamentos virtuais (PDV), é fundamentado no principio de
conservagao de energia. O PDV possui a seguinte proposta: “Para toda estrutura, o
incremento de primeira ordem da energia de deformacéao é igual ao incremento de
primeira ordem do trabalho externo.” A aplicacdo do principio ndo se limita a
sistemas conservativos (Vaz, 2011). Portanto, matematicamente, ele pode ser

apresentado por:

_ oW (2.53)

int ext

Em que OW.

ext

corresponde ao trabalho das forcas e momentos externos reais

sobre os deslocamentos e rotagdes virtuais e OU., representa a energia de
deformagao interna virtual armazenada nas barras.

Considerando um campo virtual de deslocamentos generalizados em que os

deslocamentos virtuais nas extremidades da barra séao {ad'}, o trabalho externo

virtual é:

ow,, ={od'} {1} (2.54)

Sendo que { f '} representa as forgcas e momentos externos reais (forgas e

momentos aplicados — concentrados ou distribuidos — e rea¢des de apoio).

Ja a energia de deformacado interna virtual armazenada nas barras da

estrutura corresponde a combinacdo dos esforgos internos reais, {m} com as

equivalentes deformagbes generalizadas internas virtuais, {ok}.

U, = [{ok}" {m}dx (2.55)
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Considerando materiais elasticos lineares, os esforgos internos reais se
relacionam com as deformagdes generalizadas reais por meio da Equagao (2.20).
Tanto as deformagdes generalizadas reais como as virtuais podem ser associadas
aos deslocamentos generalizados de um ponto no eixo de uma barra através de
operadores diferenciais, conforme mostrado na Equacgao (2.13). Isso resulta na

seguinte expressao da energia da deformacgao interna virtual:

oU,, = [{ou} [o] [8]{ou) (o} (2.56)

Onde {81/!} € o vetor deslocamentos generalizados de um ponto no eixo de

uma barra e [0] € a matriz de operadores diferenciais.

2.3.2. Energia de deformacéao interna

A expressao da energia de deformacéao interna pode ser reescrita a partir da

Equacao (2.55); particularizando para poérticos planos, o vetor das deformacoes

virtuais generalizadas {Gk} € dado pela Equacéo (2.20) e os esforgos internos sao o

esforgo normal N, o esforgo cortante /' e o momento fletor M . Disso resulta:

U, = j (&N +38p°V + 6k M ) dx (2.57)
Para material com comportamento elastico-linear e utilizando as componentes
de deformacgdes reais e virtuais obtidas na Equagéo (2.12), a expresséo da energia

de deformacao interna considerando a teoria de Timoshenko resulta em:

oU,

int

dx dx x x x dx

:j(‘m“o EA%+[—d§v° —59)G;(A(djv° —59J+@E1ﬁjdx (2.58)

Contudo, levando-se em conta os efeitos da deformagdo axial que foram
desconsiderados na expressao anterior, a energia de deformagcao pode ser reescrita

da seguinte forma:

oU,, = [[ 2% EA%{—CMVO —aeleA[d(”O —aej+d—5‘9ﬂd—9+d5v° pdo 40 pdin 1) 5 g)
dx dx dx dx dx dx dx dx dx dx
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2.3.3. Matriz de rigidez elastica

Conforme ja explicitado ao longo da seg¢ado 2.2, os deslocamentos e rotagdes
ao longo do eixo da barra s&o interpolados pelos deslocamentos e rotagdes dos nés
nas extremidades da barra utilizando as fungdes de forma deduzidas na secéo 2.2.

Genericamente essas interpolagcbes sao fornecidas pela Equagao (2.35):
{uf =M1}
A matriz de deformacdes [B] que relaciona deslocamentos e rotagdes dos

nos de um elemento com deformagdes generalizadas no interior dele é deduzida

reunindo a Equacéo (2.13) com a Equacgao (2.35):

{x}=[01IN){d | > {x} =[B]{d'} > [B]=[][N] (2.60)

Portanto, a matriz de deformagdes [B] pode ser obtida através do produto

matricial entre a matriz de operadores diferenciais com a matriz de funcdes de

forma, conforme a expressao (2.61):

dN}' dx 0 0 dN [dx 0 0
[B]=] 0 dN? [dx dN? [dx 0 dN? [dx dN? [ dx (2.61)
0 (dN;/dx)-Ny (dN;/dx)-N{ 0  (dN/dx)-N{ (dN;[dx)-N{
Por meio da Equacao (2.53) do principio do deslocamento virtual, ou seja,
igualando OW,, da Equacdo (2.54) com 0U,, da Equagdo (2.56), e utilizando a

matriz de deformagdes [B], chega-se a:

iay=tay ! [B] [S][B)ax{d} (2.62)

Na equacao anterior, os vetores das deslocabilidades real e virtual séo
retirados da integral, visto que independem da variavel x.Os deslocamentos virtuais

{6d '}, podem ser cancelados porque sao arbitrarios e podem ser diferentes de zero.

Assim, a Equacao (2.62) se resume a:
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(=[BT [S][Bax{a"} %[k']{[B]T [S1[Bldx {7} =[x"]{a"} (2.63)

Onde {f'} equivale as forcas nodais no elemento, {d'}s&o os

deslocamentos nodais, [k'] € a matriz de rigidez do elemento que representa o
coeficiente entre as forgas nodais e os deslocamentos nodais para um elemento de
portico e [S]corresponde a matriz de rigidez do elemento infinitesimal da barra
dada pela Equagéo (2.19).

Para a situagdo da barra com se¢ao transversal variavel, a matriz de rigidez do
elemento infinitesimal, Equacado (2.19), é reescrita, visto que a area e a inércia

variam ao longo do comprimento do elemento, além disso foi utilizado o parametro

Q,da Equagéo (2.51), conforme mostrado na Equacéo (2.64).

EA0(1+(05—1)%] 0 0
[s]= 0 E]0(1+(a—1)%j 0 , 2G4, = —2 (2.64)

El, (l+(0{—1)%)

0 0 - .
r’o,

Substituindo-se as fungdes de forma para secgao transversal variavel na matriz de
deformagdes e resolvendo as integrais do problema, encontra-se a matriz de rigidez
elastica de um elemento plano para barra com segao transversal retangular, com
altura variando linearmente, considerando a teoria de flexdo de Timoshenko,
Equacéo (2.65).

Vale ressaltar que, quando , =0, a Equacéo (2.65) se transforma na matriz de

rigidez de Euler-Bernoulli para sec¢ao transversal variavel, e se além disso aplicar o
limite para @ —1, a Equacdo (2.65) coincide com a ja estabelecida matriz de

rigidez de Euler-Bernoulli para se¢éo uniforme.
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Llog(x)
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Llog(a)
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Llog(@)
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Llog(a)

0 0
El (a1 (a+1) El(a -1y
L (log(a)(a+1)(Qa’ —2Q,a+Q, +1)—2a +2) L (log(a)a+1)(Qa’ —2Q,a+Q,+1)-2a +2)
El(a-1) 2Elo” El,(a-1)
+
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L (log(a)(a +1)(Qa’ —2Q,a+Q, +1) -2 +2) I (log(a)(a+1)(Qa” -2Q,a+Q, +1)-2a +2)
Ela(a-1) Ela(a—-1) _ 2ELa’
I (log(a)(ar + 1)(Qooz2 -2Q,0+Q,+)-2a+2) L(a+D(og(a)Q,+a—-Q,a—- Qoaz + Qoa3 +1)-2a+2) Lia+l)
(2.65)
0 0
~ El(a-1)(a+1) Ela(a-1y
L (log(a)(a +1)(Qa” —2Q,a +Q, +1)—2a +2) L (log(a)a+1)(Qa’ —2Q,a+Q, +1)-2a +2)
~ El,(a-1)’ Ela(a-1)’ _2Ela’
L(log(a)(a +1)(Qua’ -2Q,a+Q, +1)-2a+2)  L(a+)(log(@)(Q, +a-Qua-Q,a’ +Qa’ +1)-2a+2) L(a+1)
0 0
El(a-1)(a+1) - Ela(a-1)
L (log(a)(a +1)(Qua” —2Q,a +Q, +1)—2a +2) L(log(a)a+1)(Qa” —2Q,a+Q, +1)—2a +2)
Ela(a-1) 2El 0’ Ela’ (a-1)

- +
L(log(a)a+1)(Qua’ -2Qua+Q,+1)-2a+2) L(a+1) L(a+1)(log(a)(Q, +a-Qua-Qa’ +Qa’ +1)-2a+2) |
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2.4. Analise nao linear geométrica

Grande parte das estruturas em engenharia civil se comporta de maneira
linear elastica durante o decorrer de sua vida util. Para essas estruturas, a analise
linear apresenta resultados aceitaveis que sao suficientes para uma analise
estrutural. Por outro lado, em alguns casos faz-se necessaria uma analise mais
complexa. Um exemplo € a consideragao dos efeitos de ndo linearidade geométrica.
Esses ultimos sdo decorrentes da consideragao de grandes deslocamentos para um
modelo estrutural, de tal maneira que as condigcbes de equilibrio s&do impostas
considerando a geometria atualizada do modelo estrutural pelos deslocamentos e
rotagdes provocadas pelas solicitagdes externas aplicadas. (Martha, 2018).

Em funcdo da consideracéo dos efeitos das deformacgdes e deslocamentos na
formulacdo das equacgdes de equilibrio na anadlise linear de segunda ordem. A

expressao da matriz de rigidez elastica € alterada para a inclusdo da matriz de

rigidez geométrica K .

(K, +K.)d=F (2.66)

Em que a matriz de rigidez geométrica K, representa a mudanca de rigidez

da estrutura proveniente de tais efeitos. A solugdo do problema considerando a nao
linearidade geométrica é resolvida de maneira incremental pelo método de Newton-
Raphson, em que, cada passo da solugao € resolvido um sistema de equagdes

lineares da seguinte forma:

(K, +K,)od =of (2.67)

A partir da expressao anterior, também é possivel determinar o fator de carga
critica 4. Esse fator representa a majoragdo das cargas nodais F’ essencial para
determinar a flambagem elastica na estrutura. Para esse fim, é preciso reescrever a

Equacéo (2.67), como:

(K, +AK,)od =0 (2.68)
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A questdo expressa na Equagado (2.68) consisti em um problema geral de

autovalor cuja solugdo fornece » autovalores A1 e =» autovetores ¢ que

representam 0d , sendo » a dimensé&o das matrizes K, e K; . O menor autovalor

calculado é o fator de carga critica e o autovetor associado ao menor autovalor é o
modo de flambagem que representa o modo ou a forma de flambagem da estrutura
(Vaz, 2011).

A soma das matrizes de rigidez elastica e geométrica pode ser obtida através

da substituicdo das expressdes u(x), v(x) € O(x) que sdo dadas conforme a

Equacéo (2.35) na expressao (2.59), apds a manipulagéo das equagdes obtém-se a

dx dx x dx ¢

ou,, :;[EA[M%]dx+IEI[@%J&+EG;{A[M—NT]{M—Ngjdx

P 2

dx dx
seguinte formulagcado matricial para as equacoes de equilibrio:

Em que a matriz de rigidez elastica do elemento formada pelos trés primeiros

termos de oU,, é dada por:
K, :jEA[d<J\;T(x)) d]\;(x)]dx (2.70)
/ 0 X X
L [d(N" L d(N" d(N”
K, :!E][%%]dx+}[G;{A[%—NL}[%—NI/}L& (2.71)

A Equacéo (2.70) vale para i e j iguais a 1 e 4. A Equacgédo (2.71) vale para i
e iguais a 2, 3, 5 e 6, os termos ndo incluidos nas expressdes anteriores sdo nulos.
As matrizes de rigidez resultantes das equagdes anteriores estdo apresentadas na
Equacdo (A.23) e na Equacao (2.65), a primeira refere-se ao caso da barra
prismatica e a segunda da barra com sec¢ao transversal variavel.

Ja a matriz de rigidez geométrica formada pelos dois ultimos termos de oU,,

€ dada por:
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X, :jP[M%]dx (2.72)

Substituindo-se as fungdes de forma para barra com secdo transversal
variavel e resolvendo-se as integrais do problema, encontra-se a matriz de rigidez

geométrica do elemento, baseada na teoria de flexdo de Timoshenko:

ky 00 <k, 0 0
0 ky ky 0k, ko,
k. 0 ky ki 0 -k, ok 273
k. 0 0 k, 0 0 '
0 —kp —ky 0k, ko
0 ks ke 0 ko kg |

Vale ressaltar que, quando o,=0 a Equacdo (2.73) se transforma na matriz
de rigidez geomeétrica de Euler-Bernoulli para segao transversal variavel, e se além
disso aplicar o limite de « tendendo a 1, a Equacéo (2.73) coincide matriz de rigidez

geométrica de Euler-Bernoulli para se¢ao uniforme.
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_ (a-1)
' La log(@)
2 1 1
4 1 Q, +QO+§ 4QO+§ . . .
-1° - + - +Q) (a+2) |-21 —1)(Qa” —2Qua +Q, +1
(x-1) (- 1)4 a-1) o (- 1)2 0 (06 ) og(a)(a )(Q,x o ot D
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_(@-1)'3Q/ " -60,'a’ +3Q," +3Q2° +6Qa+3Q,+1) 1 (a-DBQ, +11la+3Qa-3Qa’ -3Q.a’ +1)
2 3g(a+ D(log(a)(a+1)(Qa’ —2Q.a+Q,+1)-2a+2)" &’ -1 6(a+1)(log(a)a+1)(Qa" —2Q,a+Q,+1)-2a+2)
L@’ +2a+3)  Lla-)(a-3Q,-3Qa+3Qa’ +3Q.a’ +5) L (a- )'3Q a' -6Q, e’ +3Q, +3Q,0” +6Qa +3Q, +1)
2 3(a-1)(a+1)? 3(a+1)*(log (a) (a+1)( Q" -2Qua+Q, +1)-2a+2) 3a(a+1) (logla)a+1)(Qa’ —2Qa+Q,+1)-2a+2)’
_L(a— 1)'3Q e’ -6Q,°a” +3Q, +3Q,a” +6Qa +3Q, +1) B L(a—-1)(a—-3Q,-3Q,a+3Q,a” +3Q,a’ +5)
5% 3(0{+l)2(log(a)(05+1)(§20052 -2Q,a+Q, +1)-2a+2)’ 3(0{+1)2(log(a)(oc+l)(§20052 -2Q,0+Q,+1)-2a+2)
Lo L(a -1)(3Q, +10a —6Q,a” +3Q,a" + o +1)

3@+ 6(a+1)(log(a)(a+1)NQa’ —2Qua +Q, +1)—2a +2)

_La(a-1)'3Q a" —6Q a’ +3Q,° +3Q,a° +6Qa +3Q, +1) B LaBa® +2a+1)  La(a-DEQ, +5a+3Qa — 3Q,0° -3Q,a’ +1)
5% 3(a+1)*(log(a)(a+1)(Qua’ —2Qua + Q) +1)—2a +2) a-D(a+1)’  3(a+1)’(og(a)(a+)(Qua’ —2Qa+Q, +1)—2a+2)
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2.5. Cargas nodais equivalentes

Como foi dito anteriormente, a discretizacdo de um modelo estrutural dentro
do contexto do método da rigidez direta esta baseada na representacdo do
comportamento continuo do modelo por parametros de rigidez e de solicitagbes
externas (carregamentos) nos seus noés (pontos de discretizagao). As solicitagdes
externas atuantes no modelo estrutural sdo transformadas em cargas nodais
combinadas, que resultam da superposi¢gao das cargas nodais propriamente ditas
com as cargas equivalentes nodais. Logo, essa se¢do mostra como um
carregamento atuante no interior de um elemento da barra é modificado em cargas

equivalentes nodais (Martha, 2018).

2.5.1. Principio dos deslocamentos virtuais

O carregamento nodal equivalente pode ser obtido utilizando o principio dos
deslocamentos virtuais. Para exemplificar tal procedimento, considere a barra

biengastada da Figura 22.

Nesta Figura 22 podem ser observados dois distintos sistemas: o sistema A,
composto pela barra biengastada com o carregamento externo aplicado e as

devidas reacbes de apoio; e o sistema B, que libera o vinculo correspondente a

~ . . 1
reacdo vertical no ponto 1, e a ele aplica uma forga V.

Com a aplicagédo do principio dos trabalhos virtuais, o resultado da soma do

trabalho realizado por f2 de A no deslocamento unitario B com o trabalho realizado

L B
por g(x)de A na elastica Vv, (X) deve ser nulo, uma vez que as forcas e momentos

do sistema B nao realizam trabalho sobre os deslocamentos (nulos) do sistema A
(Burgos, 2020).
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Figura 22 — Aplicagdo do PDV para calculo do carregamento nodal equivalente (Martha, 2018)
Dessa forma:
(2.74)

fol+ jq(x).zv2 (X)dx=0-> f, = —jq(x).zv2 (x)dx

De forma geral:
(2.75)

!
/== 4().N,(x)ax
0
Neste trabalho foram empregados apenas carregamentos uniformemente

distribuidos, conforme é apresentado na Figura 23.
Pa o
g—;—}—)—)—)—a—)—; E fﬂ(i 1 1 1 Tg)fm
(a) (b)
fa; e I - Ja: ? ?
f02 05
(5 L -

Figura 23 — Carregamento uniformemente distribuido (a) axial, (b) transversal. (Rodrigues, 2019).

Assim, substituindo-se as fun¢des de forma na Equacao (2.75) obtém-se as
cargas nodais equivalentes para o caso de carregamento constante, conforme a

Equagéao (2.76) para carregamento axial e a Equacao (2.77) para o transversal:
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Lp,  Lp, Lap, Lp,

- P fo == .
Sa log(er) a-1 a-1 log(a) (2.76)
. Lq,(a -1 2Q%a* —4Q2a” + 202 +3Q,a” + 6Qa +3Q, +1)

2+ (log(a)(a+1)(Q,a’ —2Qua +Q, +1) - 2a +2)(Q,a° —2Q,a +Q, +1)
_Lgy(Qy+2a-Qa - Q" +Q,a’ +1)

(@ -1)(Q,&" —2Q,a +Q, +1)
La’qy(logla)-4) _Lg,(log(a)+4) | L'ag,(2log(a)’ +8)

. 2 2 2

2 log(a)(a—1)(a+1)(log(a) —2a +Q, log(ar) + alog(a) — Q,a’ log(a) + Qe log(ar) — Qa log(r) + 2)
_ Lgy(2a° +2a’ log(a)* — o log(a) + 6a” — 60 +log(a) +2)

2log(ar)(a—1)*(a+1)
(2.77)

_ Lagy(Q,+a—-Qa—-Qua’ +Qua’ +2)
(@ -1’ -2Q,a+Q, +1)
Lay(cr ~17(2Q, 20" — 4020 +20,% +30Q,0° +6Q,a+3Q, +1)
2a+ D(log(a)(Q, +a —Qua—Q,a° +Qua’ +1)—2a +2)(Q,a° —2Qa +Q, +1)

Jos

_ Lag,(-a’log(a)+2a’ —6a’ + 2alog(a)’ + alog(a) + 6a —2)
2log(a) @1 (@ +1)
La’q(log(a)-4)  Lag,(log(a)+4) . La’q,(2log(a)’ +8)
_ 2 2 2
log(a)(a —1)(a +1)(log(ar) — 2a + Q, log(a) + a log(a) - Q,a” log(ar) + Q e’ log(ar) — Qya log(ax) +2)

Jos

Nota-se que, quando é aplicado o limite de « tendendo a 1, as Equacgdes
(2.76) e (2.77) se modificam nas cargas nodais equivalentes nodais para secgao
uniforme. Além disso, como a carga uniformemente distribuida ndo depende do
cisalhamento, nao existe diferenca entre as teorias de flexao de Euler-Bernoulli e de

Timoshenko.

2.6. Elemento finito baseado em séries de poténcia

Nesta secéao foi utilizada uma abordagem baseada em expansdes de série de
poténcias para obter as matrizes de rigidez elastica e geométrica. Essa abordagem
foi empregada, visto que ela permite uma variagdo qualquer da segao transversal.
De acordo com essa metodologia, os deslocamentos, a area e o momento de inércia
da secdo transversal sdo aproximados por uma série de poténcias para um numero

escolhido de termos.
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A Figura 24 ilustra uma barra com sec¢ao transversal ndo uniforme de
comprimento L submetida a um carregamento axial P nas duas extremidades sem
excentricidade. Além disso, essa imagem também revela que foi utilizado o sistema
cartesiano de eixos, em que o X representa o eixo longitudinal, 0 ¥ corresponde a
direcdo lateral e 0 eixo z possui a mesma direcado que a espessura da barra. A
origem dos eixos se localiza no centroide da segdo transversal. E valido ressaltar
que, a teoria de Timoshenko foi adotada com o objetivo de considerar as influéncias

da deformacao por cisalhamento sobre a barra (Soltani M. , 2019).

N —

<
<

L
»

Figura 24 — Barra ndo prismatica submetida a carregamento axial (Soltani, 2019).

2.6.1. Equacoes governantes

As Equacgdes (2.39), (2.32) e (2.34) representam as equacgdes de equilibrio
para barras nao prismaticas. As Equacbes (2.32) e (2.34) correspondem as

equacoes diferenciais devido a presenca do deslocamento transversal e da rotacao,
(v,,0). Enquanto, a Equacdo (2.39) é a equacdo diferencial para o comportamento

axial; essa expressao esta desacoplada das demais e pode ser desenvolvida de
forma independente, visto que ndo possui influéncia na analise da estabilidade linear

da barra de Timoshenko.

A formulacdo nao linear geométrica para barras de Timoshenko com secao
transversal variavel obtidas pela configuracdo deformada, ou seja, pelas Equacdes
(2.33) e (2.34), s6 podem ser solucionadas através de procedimentos numéricos
como o método baseado em expansdes de série de poténcias. Como foi dito
anteriormente, este método numérico aproxima através de série de poténcias para
um numero escolhido de termos as componentes do deslocamento e as

propriedades geométricas.
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2.6.2. Método numérico

No caso das Equacgbes (2.39), (2.32) e (2.34) as propriedades geométricas da
segao transversal variam ao longo do comprimento, assim sendo, elas sdo reescritas

na forma de série de poténcia como se segue:

A(x) = iAixi I(x)= izlxi (2.78)

Onde 4, e I, sédo os coeficientes da série de poténcia de ordem i. Com o

objetivo de facilitar o calculo das Equagdes (2.39), (2.32) e (2.34), uma variavel

adimensional ¢=x/L é introduzida; portanto a Equagé&o (2.78) pode ser reescrita:

Ae)=Y 4¢'L I(e)=) 1'L (2.79)
i=0 i=0

Os resultados da substituicdo da Equacgao (2.79) e da variavel adimensional ¢
nas Equagdes (2.39), (2.32) e (2.34) sédo apresentados em Equacao (2.80a), (2.80b)
e (2.80c):

E d du

— A ]LI :0 2

L’ de {Z dg} (2.80a)
d | dv,

— L'l +GyL| Y Ae'L || -LO+—L|=0

de| (Z ‘ j } ~ (Zo ¢ j( dgj (2.80b)
d | i | d*v

L6z S asr | -2osro||-P—0

de| Z(Zo: ’8 ]( de H de’ (2.80c)

E importante observar que, a regra da cadeia foi utilizada nas expressdes

anteriores, conforme a expressao (2.81).

d _ddx_d_d, _d_1d

de dvde de dv dx Lde
& X aeé & X X & (2.81)

e=X el sdi=Lde o1
L de
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Em seguida, com o intuito de simplificar o calculo das equagdes de equilibrio,

novas variaveis sao introduzidas:

A =AL =1L (2.82)

As variaveis apresentadas na Equacdo (2.82) sdo adicionadas as Equacdes

(2.80a), (2.80b) e (2.80c). Portanto, estas expressbes podem ser reescritas

conforme as expressoes

E d|g 7 ;du

?d_{z 0} (2.83a)
0

d] (& ... \do Z dv,

ZNEIN I |2 +GyL| Y A6 || -1o+== |=0 2.83b

dz| (Z M g [Z j( dej (2.835)

d| . (& ..\ d d?

- G;([Z():Aie’j(—d—‘z+L6’ﬂ—Pﬁ=0 (2.83c)

As solugbes gerais para os parametros de deslocamento axial u,(¢), vertical
v,(¢) e a rotagdo 0(¢) podem ser aproximadas na forma de série de poténcia da

seguinte maneira:

uy (€)= i T v, (&)= i acs' 0(¢) = ib,.g" (2.84)

Em que 7,, a, e b, sdo os coeficientes desconhecidos da série de poténcia de
ordem i. Substituindo as Equagdes (2.84) nas Equacgdes (2.83a), (2.83b) e (2.83c),

tem-se:

Ei{[iAi*gij(Z(k‘i‘l)r(kn)gkﬂ =0 (2.85a)

k=0
k=0 =0

{E[izjgf](i(kﬁ)b(m)gq}GZLKiA;‘g"j( (gkbkgk}ri; (k+1)a,.¢ ﬂ=0 (2.85D)

k=0 k=0

di[G;([iAjgjj[—(i(k + l)a(,(+l>gk)+ Libkgk J] —P[i(k +2)(k+ 1)a<k+2)8k] =0 (2.85¢)
& i k=0
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No caso da Equagao (2.85a), sao realizadas as seguintes simplificagcdes:

%%Lﬁ;{i A (k+D)z,., }gk } ~0 (2.86)

%g{ki/al(k i+ 2)(k 1)z, }g -0 (2.87)
Ou:

—Z[Ao(k+2)(k+l)r(k+2)+iA (k=i+2)(k+1)z, Hz)} (2.88)

Ja para a Equacéao (2.85a):

Edi[i{il (k+1) (M} :I—G;(L {i{iAb}s}rG;(L[i{iA;(kH)a(km}ak:l=0 (2.89)

k=0 k=0 | j=0

)

el + 0 k
[Z{le(k— j+2)(k+1)b(kj+2)}gk1 [Z{ZA/b(k /)}g ]
k=0 =0 k=0 | j=0
' (2.90)
+G;(L{z ZA(k J+1)akj+l)}51 0
k=0 | j=0
© k+1
z{Ezf (k= j+2)(k+D)b,_,.0, GzEZAb(k 4 GLLY A (k= j+a,. M)}s =0 (2.91)
k=0 j=0 Jj=0
Ou:
k+1
EL(k+2)(k+1) (M)+EZI (k= j+2)(k+Dby_;.») G;(Lzz bu))
(2.92)

k
+GyLY A (k- j+1)a

J=0

=0

(k=j+1)

Para a Equacgéo (2.85c):

-Gy— {i{i/l(kﬂ)a(km}gFGlL l:i{i/l;bk}g‘}—P{i(lﬁ2)(k+1)a(k+2)5"}=0 (2.93)

k=0 k=0 0
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A:O j=0 k=0

G;{i kiA(k ]+2)(k+1)akj+2)}g1+G}(L|Zi{§/l (k+1)b, jm} }

(2.94)
P{ (k+2)(k+1)ag,,e } 0
k=0

0 k+1 k+1
Z{ -G ;(ZA (k= j+2)k+Day_j, +GyLY A (k+Dby_,,,) — Pk +2)(k+1)a.,, }g =0 (2.95)
k=0 Jj=0

Isto é:

. k+1 . k+1 .
~Gy Ay (k+2)(k+1)ay,, ~Gy Y Ak = j+2)k+D)ay_., +GyLY A (k+D)b,_.,, 2.96)

j=1 Jj=0 .

—P(k +2)(k+1)a

(k+2) —
Para satisfazer as Equacgdes (2.88), (2.92) e (2.96) para todos os valores de

&, as seguintes férmulas de recorréncia séo obtidas:

k+1

Z A].* (k—i+2)(k+ I)T(k—i+2)

= (2.97)
Ta2) =~ 5
(k+2)(k+1)4,
k+1 k
—EY I (k= j+2)(k+Dby_., +GyL’ Z by —GLY Ak = j+Da,_ .,
5 = = (2.98)
k) = (k+2)(k+1)E1
k+1 k+l
-Gy Y A(k—j+2)k+Da,_ ., —LY A (k+1b,_..
(; J (k=j+2) ; J (k—j+1) (299)

A2y =

(k+2)(k+1)(P+Gy4,)
Parak=0,1, 2....

Vale ressaltar, que o parametro k& representa o numero escolhido de termos
utilizados na aproximacao pela série de poténcias. De acordo com as férmulas de
recorréncia apresentadas nas Equagdes (2.97), (2.98) e (2.99), conclui-se que todos
os coeficientes 7,, b, e a, podem ser calculados exceto os dois primeiros (z,,7,
b,,b, e a,,a,), contudo eles podem ser obtidos através das condi¢des de contorno da
barra de Timoshenko.

Aplicando as Equagdes (2.97), (2.98) e (2.99) junto com a Equacgéo (2.84), é

possivel determinar as solugdes fundamentais das Equacgdes (2.39), (2.32) e (2.34)
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nos termos de seis constantes (7,,7,, b,,b, € a,,a,). Logo, a solugdo geral das

equacdes de equilibrio pode ser expressa através da seguinte matriz:

{C(e)} =[B(e)]{4} (2.100)
Onde:
u, (&)
{C(e)} =1v,(&) (2.101)
0(e)
u, (8) 0 0 u(e) O 0
[B)]=| 0 v (& v 0 v (&) v (5 (2.102)

0 G Ge) 0 6 O

{(4={z, 7, a, a b, B} (2.103)

Na Equagdo (2.100), [B(¢)] consiste em uma matriz 3x6, em que estdo

inclusas as solugdes fundamentais das equacbdes de equilibrio da analise

estabilidade linear para barras de Timoshenko (u,(¢),i=0,1, 6(s) e
v, (£),i=0,1,2,3), bem como {A} representa um vetor coluna com seis parametros

desconhecidos. Vale ressaltar que todos os termos u,, 6, e v, foram calculados

com o auxilio do software MATLAB (MathWorks, Inc, 2018).

2.6.3. Condicoes de contorno e funcoes de forma

Nota-se que tanto os seis coeficientes desconhecidos (z,, 7, a,, 4. b, b)
como os demais coeficientes 7., b e a, (k=2,3,e 4,.) sao funcdes de

deslocamentos dos graus de liberdade. Com isso, as expressdes do angulo, do
deslocamento axial e transversal podem ser calculadas por meio das funcdes de
deslocamento dos graus de liberdade. Os parametros desconhecidos citados
anteriormente podem ser obtidos através da imposicdo de condi¢gdes de contorno no

elemento.
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No modelo de elemento finito utilizado nesse trabalho existem dois nés com
trés graus de liberdade por no. Esses dois nos estdo localizados nas duas
extremidades do elemento e é através desses nos que ocorre a montagem dos
elementos individuais para formar o modelo estrutural. Assim, o deslocamento nodal

do elemento de portico na coordenada local £ =0 e ¢£=1 é ilustrado na Figura 25.

Figura 25 — Deslocamento nodal de uma barra com misula de comprimento L.. (Soltani, 2019).

De acordo com a Figura 25, devem ser satisfeitas as seguintes condi¢cbes de

contorno na coordenada local:

{D}=[V]{4} (2.104)

Em que:

[u, (0) 0 0  u,(0) O 0

0 vy, (0) v, (0) 0 vy, (0) vy, (0)
|0 60 60 0 6,000 6,0
1= u,, 1) 0 0 u, (M 0 0 (2.109)

Vo, D vy (D 0 Vo, D) vy, (D
o0 6Mm 0 6,0 60

{D}Tz{ug ve 60° u) v, 6’1} (2.106)

Os graus de liberdade nas extremidades de cada elemento sdo: u,,u, que

correspondem ao deslocamento axial na diregdo do eixo x, v, ,v, que representam o

. ~ . 1 ~ A
deslocamento transversal na diregao do eixo z e 6°, 6 que sao os angulos de

rotacdo. O vetor dos graus de liberdade do elemento € dado pela Equagéo (2.106).
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Através da Equacéo (2.107) é possivel obter o vetor {A} que consiste na matriz

coluna com os seis parametros desconhecidos:

{4y =[v]"{D} (2.107)
Assim, a Equacéo (2.100) pode ser reescrita da seguinte maneira:

vy

{C@}=[B@)][r] (D} >IN1=[B@)][F] —>{C(e)} =IN]{D} > {C(&)} =| {N, }T (D} (2.108)

N,

Onde [N] corresponde as fungdes de forma (ou de interpolagéo). As fungdes

de interpolagcdo s&o escritas para que o deslocamento em qualquer ponto do
elemento possa ser calculado tomando-se como base apenas os valores dos

deslocamentos nos noés (Burgos, 2005).

Apos serem obtidas as fungdes de forma do elemento, € possivel concluir que
as novas funcdes de forma em comparacdo com a interpolagdo Hermitiana cubica,
ou seja, com as Equacdes (A.19) a (A.22), sdo proporcionais as caracteristicas

mecanicas do elemento de pdértico incluindo as propriedades geométricas, as

caracteristicas do material, bem como a carga compressiva axial P .

1 T T T T 1 T T T T 100 T T
Nieta2 P .
—N, N
/ 80 tetad
/ \
/ Nigtas \
081 /. 0.8+ 1 Nictas | / \
/ /’;;’/ 60 , o \
v/ /
A /
f/
/ //
067 /4 1 061 f N
7/ /i v2
0/ / Ny
/;/ Nys
E] / =] ,// Nog £z
z 04 14 ~° 04F 0/ s
/4 7/ =z
7/ ,;/, /
Y/ /)
021 1 021
0 0
Nyi
N
-0.2 ! : : -0.2
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L x/L

Figura 26 — Fungbes Hermitianas com 15 elementos, 12 termos e pardmetro o =0.9
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2.6.4. Matriz de rigidez

As matrizes de rigidez & flexdo (K,), ao cisalhamento (K.) e geométrica

(K;) de um elemento com segéo transversal varidvel sdo calculadas substituindo as

fungcbes de forma, Equacdo (2.108), nas Equagdes (2.110), (2.111) e (2.112)

respectivamente.

_tEA)[ (NS @) an, (o) |, FELe) [ 4(N) (@) d(N,(2)
KE'-f_l 3 { dz)  d() d”! L de az | (2.109)
P L GIEIGACIEL 1)), [0 (N <5>) (M @)) .
C"’_O L, de o L, de
(2.110)

jGA@)[d (V@) d(Ny(@) , 4(N; @) d(N, (5))}18

L, de de de de

o (2.111)

B s

Nota-se que a matriz geométrica depende da carga axial P e que L, é o

comprimento de cada elemento que pode ser obtido conforme a expressdo L, =L/e,
sendo ¢ o numero de elementos utilizados na analise. A partir, da reunido das

matrizes de rigidez & flexdo (K,), ao cisalhamento (K.) e geométrica (K,) de

cada elemento é possivel obter a matriz de rigidez global de toda a estrutura:

([Ke]+[Ke]+[Ks])od =of (2.112)

A Equacao (2.112) corresponde a equacao geral utilizada na analise linear de
segunda ordem, isto €, quando os efeitos das deformagdes e deslocamentos séo

considerados na formulagao das equacdes de equilibrio.

Além disso, a Equacao (2.112) também pode ser usada para determinar o
valor de carga critica 1. Esse fator representa a majoragdo das cargas nodais F
essencial para determinar a flambagem elastica na estrutura. Para esse fim, é

preciso reescrever a Equagéo (2.112) como:
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([Ke]+[Kc]+A[K]){ed} =0 (2.113)

Onde A correspondem aos autovalores associados aos graus de liberdade
totais de cada elemento. Nota-se que o sistema com » graus de liberdade possuem

n modos de flambagem.

Dados de Entrada:
*Numero de Elementos (1)
*Caracteristicas Geometricas ( L, I(x), A(x))
*Propriedades do material (G,E)

Converterx=s L,

“Obter as solugdes fundamentais das Equagdes de equilibrio

(u;(2), 8; (=) o
vy.(g), i=0,1,2,3) utilizando as Equacdes (2.97), (2.98) e
0 ) quacdes (2.97), (2.98) e (2.99)

99).

* Aplicar as condi¢8es de Contorno

* Obter as fungdes de forma (N (i=1,4), Ni_ e Ng (i=2,3,5,6))
como explicadona se¢do02.6.3

* Avaliar os termos da matriz de rigidez a flexdo (Ky), matriz de rigidez ao cisalhamento (K;) e a matriz
de rigidez geometrica (K;) para cada elemento conforme as Equagdes(2.109),(2.110)e (2. ‘l )

*Obter a matriz de rigidez global a partir da reunido das submatrizes dos elementos

Figura 27 — Algoritmo utilizado na analise da estabilidade linear em elementos nao prismaticos

A fim de esclarecer o procedimento numérico, a Figura 27 apresenta o
algoritmo geral para a determinagdo das solugées fundamentais, das fungbes de
forma e das matrizes de rigidez para uma barra com secao transversal variavel

através da expansao em série de poténcias.
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3. EXEMPLOS DE VALIDAGAO E APLICACAO

Para a validacédo e aplicacdo da formulacdo desenvolvida neste trabalho, os
elementos propostos foram implementados no MATLAB (MathWorks, Inc, 2018) e

comparados com solug¢des analiticas e modelagens presentes na literatura.

3.3. Exemplo 1: Validacao do elemento finito com variagao linear

O primeiro exemplo estuda o deslocamento de barras com diferentes valores

para o parametro adimensional, «, que corresponde a relagdo entre a base final

(aB,)e a inicial (B,) do elemento, conforme apresentado na Figura 19, na qual

também estdo indicadas o comprimento L e a espessura ¢t do elemento. Esse
exemplo tem como objetivo validar o elemento com variagéo linear proposto neste
trabalho no calculo dos deslocamentos nodais da estrutura considerando a teoria de

Timoshenko.

Essa validacdo ¢é realizada através da comparacdo do deslocamento
calculado pela solugdo numérica pelo método dos elementos finitos, empregando

varios elementos, com a solugao analitica apresentado em Wong (2019):

s (L(3a -1 2L log(a)j
__LPlog(a) a’ (a—1) (3.1)
 yA,G(a—1) 2EI (a —1)°

A Tabela 1 apresenta as propriedades da barra investigada. Para o exemplo 1
foram usados trés valores distintos de a (0.7; 0.5 e 0.8). Esses trés valores foram
escolhidos de modo a ser possivel notar a influéncia de o no calculo do
deslocamento nodal. Os resultados obtidos pela teoria da elasticidade e pelo

elemento finito para os trés valores de a sao apresentados na Tabela 2.
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Paréametro Valor
E 20.10"kN/m’
G 76.9230.10°kN/m”
v 0.3
B, 0.5m
t 0.5m
L 4dm
X 5/6
P 10kN
Tabela 1 — Propriedades do exemplo 1
Deslocamento (mm)
a MEF Erro (%)
0.1 0.84714891025123914  0.84714891025123898  {895538219533.10""

0.5 0.33841721261359834

0.33841721261359831 0.75555673022.10™"

0.8 0.244209572451710531

0.24420957245171119  27.101920325932.10°*

Tabela 2 — Validagédo do Exemplo 1

E valido ressaltar que os resultados apresentados na Tabela 2 pelo Método

de Elementos Finitos e pelo analitico sdo praticamente idénticos, tornando evidente

que para o elemento finito com variacao linear proposto neste trabalho independe da

discretizagdo da barra para chegar ao resultado analitico. Isto ocorre, devido a

utilizacao de funcdes de interpolagao exatas, nas quais o comportamento continuo

da barra pode ser representado por parametros nodais, sem a consideragao de

nenhuma aproximag&o adicional, além das ja contidas na idealizagdo analitica do

comportamento de barras, resultando assim em uma discretizacdo quase que

natural da estrutura.
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Em outras palavras, esse fato ocorre porque as expressdes deduzidas para o
calculo dos deslocamentos e rotagdes ao longo de uma barra através das solugdes
das equacdes diferenciais que descrevem o equilibrio de um elemento infinitesimal
de barra sdo obtidas por fungcdes de forma desenvolvidas diretamente da solugéo

homogénea da equacéo diferencial do problema continuo (Rodrigues, 2019).

3.4. Exemplo 2: Validacao do elemento finito baseado em séries de poténcia

Na sequéncia, procura-se identificar a convergéncia do elemento finito
baseado em séries de poténcia de descrever o comportamento da estrutura em
comparagao ao método de elementos finitos, MEF, que como foi dito anteriormente,
fornece o resultado exato para o deslocamento da estrutura com apenas um

elemento.

Contudo, no caso do Método de Série de Poténcia, existe a necessidade da

discretizagdo de barras com segao transversal variavel, em que a largura de cada

elemento, B,, corresponde a uma fungao linear. Entretanto, devido a discretizagao,

cada elemento possui diferentes condicbes de inicio,(B,.m-le), conforme a Equacgao

(3.2), e fim,(Bﬁnal),segundo a Equagao (3.3). Assim, gerando uma funcédo de

largura B, especifica para cada elemento representada na Equagao (3.4).

L By@=1G=1)

inicial = BO e (32)
B (ax—-1)i
Bﬁnal = Bo + 0(—) (3.3)
e
X
Be = (Bﬁnal - Bim'cial )L_ + Binicial (34)

e
Onde e corresponde ao numero de elementos discretizados, i as iteragdes

que variam de 1 até e, a equivale a relagcao entre a largura final da barra (B1) ea
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inicial, (BO) e L, é o comprimento de cada elemento que pode ser obtido conforme a

expressdo L, =L/e.

Vale ressaltar que o calculo do momento de inércia e da area segéo

transversal podem ser obtidos conforme as Equacbes (A.1) e (A.2) e que a
espessura da secao transversal (f) permanece constante ao longo da barra. Assim,

foram feitas varias analises discretizando o numero de elementos e de termos até
que a solugao convergisse com o valor encontrado por MEF, conforme apresentado
nas Figura 28, Figura 29 e Figura 30. A Tabela 3 apresenta as propriedades da

barra investigada.

Parametro Valor
E 210.10°kN / m’
G 80.769.10°kN / m’
I4 0.3
B, 0,34641m
t 0.1m
L Im
X 5/6
P 800N

Tabela 3 — Propriedades do teste de convergéncia.
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«=0.1; -Deslocamento

T T I T I I
=& Power Series-4 termos
=——8— Power Series-8 termos
=& Power Series-12 termos

10710

10712 1 | | | | | | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
N° de Elementos
Figura 28 — Teste de convergéncia Método da Série de Poténcia para o =0.1.
2 «=0.5; -Deslocamento
107 & . T i T T I 1
C =& Power Series-4 termos
E —8— Power Series-8 termos
4 ‘f =8 Power Series-12 termos
10

10-10

10-12
1074 gt e
— &
10718 ! ! ! ! ! 1 !
1 2 3 4 5 6 7 8

N° de Elementos

Figura 29 — Teste de convergéncia Método da Série de Poténcia para o =0.5
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80

10% g T T T

log(Erro)

=& Power Series-4 termos
=—8— Power Series- 8 termos | £
——&— Power Series- 12 termos | J

N° de Elementos

Figura 30 — Teste de convergéncia Método da Série de Poténcia para a =0.8.

A partir dos resultados presentes nos graficos anteriores € possivel perceber

que o Método de Série de Potencias, MSP, é satisfatorio, visto que com o aumento

significativo do numero de termos e elementos ele converge. Contudo,

principalmente para o caso de « =0.1, onde a diferenca entre a base final e a inicial

€ maior, nota-se que é preciso um numero de elementos e termos maior do que nas

demais situagdes, para que ocorra a convergéncia.

Além disso, vale ressaltar que as variagdes erraticas existentes nas Figura 29

e Figura 30 sado ocasionadas pela precisao do software MATLAB (MathWorks, Inc,

2018). Neste trabalho, esta sendo implementado uma precisédo de 32 digitos que é o

limite estabelecido pelo software. A Tabela 4 apresenta os resultados do

deslocamento nodal para os trés valores de « (0.7; 0.5 e 0.8) apds a discretizagéo

em 15 elementos:
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Deslocamento (mm)

MSP-15 Elementos Erro (%)
a MEF
4 Termos 8 Termos 12 Termos 12 Termos

0.1 159263218611  15.926645808  15.9266463212  15.9266463217  3.266062239.10”

—12
0.5 647104990305 647104990305 647104990305 647104990305 - 78794593.10

-12
08 47040774292 47040774292 47040774292 47040774292 1290693626710

Tabela 4 — Resultados para o calculo do deslocamento utilizando MSP comparados com os
obtidos por MEF.

3.5. Carga critica de barras com se¢ao transversal variavel

Nesta secdo os elementos formulados pelo Método de Série de Poténcias,
MSP e pelo Método de Elementos Finitos, MEF s&o testados em problemas de
instabilidade de colunas. Sao obtidas cargas criticas de flambagem para uma barra
engastada e livre considerando a teoria de Timoshenko. Para a validagcdo desses
meétodos os valores de carga critica calculados sdo comparados com a modelagem
via Método dos Elementos Finitos, realizada por meio do programa ANSYS,
apresentado por (Soltani M. , 2018). Nesta secédo a Tabela 3 também é utilizada,

porém a carga axial aplicada no topo da estrutura € modificada para 1kN.

Para o calculo da carga critica empregando o Método de Elementos Finitos,
MEF, existe a necessidade da discretizacdo de barras com secgao transversal
variavel, uma vez que para uma andlise nao linear geométrica, a solugao
homogénea da equacéo diferencial ndo consegue descrever completamente o
problema, exigindo a utilizagdo de um maior numero de elementos na analise
(Rodrigues, 2019).

Contudo, devido a discretizagcao, cada elemento possui diferentes condicoes
de inl’cio,(Bl-m-a»a,), e fim,(Bﬁ,m,). Dessa forma, gerando tanto uma funcéo de largura

B, especifica para cada elemento, conforme apresentado nas Equacgdes (3.2), (3.3)
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e (3.4) como um paradmetro adimensional «, também considerada propriedade do
elemento que relaciona (Bﬁ,m,) com (B,-m-cm,), segundo a express@oa, =B, / B, -

Dessa forma, foram realizadas varias analises discretizando o numero de
elementos até que a solugao convergisse com o valor encontrado pela modelagem
via Método dos Elementos Finitos, realizada através do programa ANSYS por
Soltani (2018). No caso do Método de Série de Poténcia foram empregados 12
termos em todas as verificagdes. Os resultados sdo apresentados nas Figura 31,

Figura 32 e Figura 33.

«=0.1-Primeiro Modo «=0.1-Segundo Modo
10 —e— MEF 10 —&— MEF
=8~ MSP-12 Termos ~——&— MSP-12 Termos
L
102
B B
g g
g g
— —
107
> 107 r
104 L L L L i L L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N° de Elementos N° de Elementos

Figura 31 — Teste de convergéncia da carga critica para & =0.1



«=0.5-Primeiro Modo

—— MEF
——&— MSP-12 Termos |

Log(Erro)

1 2 3 4 5 6 7 8
N° de Elementos

Log(Erro}

TOU'
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«=0.5-Segundo Modo

—— |\ EF i
=8 MSP-12 Termos | {

. L . L .
2 3 4 5 6 7 8 9
N° de Elementos

Figura 32 — Teste de convergéncia da carga critica para @ =0.5

«=0.8-Primeiro Modo

0.02 |
0.018
0.016

0.014

0.012

0.01 1

Log(Erro)

0.008

0.006

0.004

0.024 ——— MEF 1
0.022 —®— MSP-12 Termos | |

1 2 3 4 5 6 7 8
N° de Elementos

10»4 L

«=0.8-Segundo Modo

T
—— |\|EF 3
——&— MSP-12 Termos

2 3 4 5 6 7 8 9
N° de Elementos

Figura 33 — Teste de convergéncia da carga critica para @ =0.8

Como base nos resultados presentes nos graficos anteriores & possivel

concluir que tanto o Método de Série de Potencias, MSP, como o Método de

Elementos Finitos, MEF sao eficazes, dado que com o aumento significativo do

numero de elementos ele converge com o resultado obtido pelo software ANSYS.

Os resultados da carga critica apds a discretizagcdo em 9 elementos para os

trés valores de « (0.7; 0.5 e 0.8) analisados tanto para MEF como MSP s&o exibidos
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de forma adimensional nas Tabela 5, Tabela 6 e sdo comparadas com os valores

obtidos pela modelagem realizada no ANSYS, por (Soltani M. , 2018).

Carga Critica (PL’/El,)

ANSYS
MEF- 9 elementos

Erro (%)

a (Soltani M. , 2018)
1° Modo 2° Modo 1°Modo  2° Modo 1° Modo 2° Modo
0.1 03021067144 1.119122343 0.302 1.059 0.03533590  5.677275086
0.5 1.2502143720  6.13807835409 1.246 6.138 0.33823210  0.001276541
0.8  1.8842357838  10.3647947442 1.878 10.364  0.33204387  0.007668315
Tabela 5 — Resultados para o calculo da carga critica de flambagem utilizando MEF
comparados com os obtidos pelo ANSYS.
Carga Critica (PL’/EI,)
MSP- 9 elementos ANS\_{S .
4 12 Termos (So;tg?é;\/l. ’ Erro (%)
1° Modo 2° Modo Veto Moo | 1°Modo 2° Modo
0.1 0.3021081015 1.1191414634 0.302 1.059  0.0357952068  5.6790805880
0.5 125021437652  6.138078487352  1.246  6.138  0.3382324655  0.001278712
0.8  1.8842357879 10.364794841 1.878  10.364 0.3320440841  0.0076692500

Tabela 6 —Resultados para o calculo da carga critica de flambagem utilizando MSP

comparados com os obtidos pelo ANSYS.
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3.6. Painel de alvenaria

Nesta se¢do, os modelos utilizados nesse trabalho serdo testados em painéis
de alvenaria sob compressdo submetidos a cargas laterais com o propdsito de
avaliar a resposta nao linear dessas estruturas, através da esquematizagao dos
painéis como um conjunto de elementos finitos, utilizando a formulagdo de
Timoshenko, ou seja, atendendo tanto a deformagéo por flexdo quanto a distorgéo
por cisalhamento. Assim sendo, os painéis de alvenaria modelados foram
comparados as curvas carga lateral vs. deflexao lateral obtidas experimentalmente

por Giambianco et al. (1996) e Salmanpour (2017).

Neste trabalho sdo investigadas trés abordagens, conforme ilustrado na
Figura 34. A abordagem 1 discretiza a estrutura em um numero de elementos finitos
definida pelo usuario com propriedades geométricas da segao transversal
constantes. A segunda e a terceira discretizam a estrutura com um elemento finito
por trecho, cada um com secdo transversal variavel, porém no caso da terceira
abordagem as propriedades geométricas da segao transversal sdo expandidas em
séries de poténcias até um certo numero de termos, onde ha precisdo nos
resultados. Diferente da segunda abordagem que desenvolve o elemento finito de
barra com secao transversal variavel através da utilizacdo das fungdes de forma

obtidas da solucéo da equacao diferencial do elemento indeformado.

Elemento
segdo
variavel

Elemento
segdo
uniforme

¥ - .mmJ m-m = & s -
X, <B X< B
Elemento 1 Elemento 2 Elemento 3
Trecho 1 Trecho 2 Trecho 3
L I
Bi=BcB Bo=B.B:=, B=r, Bx,
: Eq.(16), Eq(17 . :
B=B I_ Eq. (15) q (I }l q(17) I(x), Ax), Q(x) I(x), A(x), O(x) 1(x), A(x), O(x)
LA Kec LAK, s AR, . B ®

Figura 34 — Fluxograma das trés abordagens investigadas neste trabalho.
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No caso da primeira abordagem, os elementos finitos em questao possuem
propriedades constantes ao longo do comprimento, resultados confiaveis somente
serdo alcancados com malhas relativamente densas, de modo a representar a
mudanc¢a da sec¢&o transversal de forma suave. Portanto, foram implementados os
modelos 2 e 3 que possuem segao transversal variavel, de tal forma que o numero

de barras necessario para um resultado confiavel possa ser reduzido.

As propriedades geométricas e mecanicas dos elementos sao obtidas a partir
de diferentes estados tensido-deformacdo que caracterizam o comportamento da
secao transversal, conforme apresentado no capitulo 1. As Tabela 7 e Tabela 8
apresentam as dimensodes dos painéis analisados, os parametros dos materiais e as

cargas de compressao aplicadas.

Parametro Valor
E 3500MPa
G 1800MPa
B 2700mm
H 2600mm
t 150mm
X 5/6
N 235kN
fon 5,8MPa

Tabela 7 — Caracteristicas do painel de alvenaria obtidas experimentalmente por

(Salmanpour, 2017).
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Parametro Valor
E 726 MPa
G 315.6522MPa
B 1200mm
H 2400mm
4 500mm
X 5/6
N 311kN
fi 4.5MPa

Tabela 8 — Caracteristicas do painel de alvenaria obtidas experimentalmente por
(Giambiamco, Rizzo, & Spallino, 1996).

A obtencao da curva de capacidade lateral é construida a partir do processo

incremental da carga lateral V, através de incrementos na posigéo do eixo neutro x,

e do calculo da deflexdo lateral no topo D correspondente. Assim, nas trés
abordagens investigadas a carga lateral foi incrementada num total de 100 passos a
partir de um incremento de 37.67 mm da posicédo da linha neutra na base do painel.

E importante ressaltar que foi feito um estudo de malha para o modelo 1, adotando-

se uma discretizacdo de 70 elementos para um erro de 10~ no deslocamento do
topo do painel. Além disso, no caso do Modelo 3, como o método de séries de
poténcia s € valido para o parametro ¢ menor que 1 e é necessario modelar o
painel de forma que a largura inicial seja maior que a final.

Atualmente € cada vez mais comum a adogao de meétodos cada vez mais
sofisticados para a analise de estruturas como a consideracdo da nao linearidade
geométrica. Assim sendo, na analise dos painéis foram consideradas as né&o
linearidades geométricas com proposito de investigar se os efeitos da carga axial no
painel geram significativas deflexdes laterais que consequentemente podem
ocasionar no aparecimento de momentos fletores e deslocamentos adicionais
denominados de segunda ordem e, portanto, influenciar na curva de capacidade.
Vale ressaltar que a analise ndo linear geométrica € resolvida de maneira

incremental através do método de Newton-Raphson.
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As comparacgdes entre os ensaios experimentais, ilustrado na Figura 35 e os
modelos numéricos desenvolvidos neste estudo considerando a linearidade
geométrica sdo apresentados na Figura 36 e na Figura 37, em que se verifica que o
modelo 1, o modelo 2 e o modelo 3 aproximam da curva experimental V vs. D,

porém o modelo 1 requer uma malha relativamente densa para se obter os

resultados.
b -
Il |
ey
T
o7
s —
Figura 35 —Experimento do painel (Salmanpour, 2017).
X 10* Curva V vs D - Giambianco
T T —
6 — _
5 _
4 — —
z
>

mm— |\lodelo 3- 3 Elementos-MSP
Experimental

Modelo 2- 3 Elementos - MEF
Modelo 1- 70 Elementos

| | | |
0 5 10 15 20 25
D (mm)

Figura 36 — Curva carga lateral V vs. D.
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12 «10% CurvaV vs D Samanpour
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2 m— \|odelo 3 - 3 Elementos - MSP
= == Experimental -Teste 2
= == Experimental- Teste 1
Modelo 3 - 3 Elementos - MEF
0 | Modelo 1- 70 Elementos
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Figura 37 — Curva carga lateral V vs. D.

As comparagdes entre os ensaios experimentais e os modelos numéricos

desenvolvidos neste estudo considerando a n&o linearidade geomeétrica sao

apresentados na Figura 38 e na Figura 39, em que também se verifica que o0 modelo

1, 0 modelo 2 e o modelo 3 aproximam da curva experimental V vs. D, porém o

modelo 1 requer uma malha relativamente densa para se obter os resultados.

x10%

Curva V vs D ndo linearidade geometrica-Giambianco

7

m— \lodelo 3- 3 Elementos- MSP
Experimental

Modelo 2- 3 Elementos -MEF
Modelo 1- 70 Elementos

D (mm)

30 35

Figura 38 — Curva carga lateral V vs. D considerando a ndo linearidade geométrica.
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+«10% Curva V vs D ndo linearidade geomeétrica - Salmanpour
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Modelo 2- 3 Elementos- MEF
Modelo 1-70 Elementos
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Figura 39 — Curva carga lateral V vs. D considerando a nao linearidade geométrica.

As comparagdes entre o ensaio experimental e os modelos numéricos
mostram que os resultados numéricos sao satisfatérios tanto em relacédo a
carregamento maximo quanto ao deslocamento ultimo. Contudo, vale ressaltar que
os modelos numéricos com secao transversal variavel sdo mais eficientes, tanto os
obtidos pelo método da série de poténcias quanto os elementos calculados através
da solucdo da equacao diferencial do elemento indeformado, visto que ambos
necessitam de poucos elementos para se obter um bom resultado. Pode-se observar
que em todas as curvas de capacidade lateral a configuragdo do painel passa de um
para dois trechos quando a curva nao se torna mais linear e a mudancga de dois para
trés trechos ocorre assim que a inclinagcdo da curva diminui e as deformacoes

aumentam sem que haja um aumento significativo na carga lateral.

Além disso, analisando as curvas de capacidade, pode ser observado que
nao sao percebidas relevantes diferengas ao considerar ou ndo a analise nao linear
geomeétrica, isto ocorre devido os painéis possuirem indice de esbeltez baixo e a
carga lateral estar sendo aplicada no plano. Assim, para painéis curtos a analise nao
linear geométrica ndo é relevante. Entretanto, como a relagdo comprimento/largura é
baixa a distorcdo de cisalhamento desempenha um papel importante na analise do
painel, portanto a consideragdo da teoria de Timoshenko neste tipo de analise € de

extrema importancia.
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As Figura 41 e Figura 42 representam a variagdo da extensdo L, dos

diferentes trechos i que caracterizam o comportamento dos painéis. O trecho

H ~ ~
L = 7 - representa a extensdo em que ¢, <¢&,, onde toda secdo transversal

. _ H —H, N
esta comprimida, o trecho L, = I corresponde a extensdo em que ¢, <¢, €
onde somente um parte da seg¢do esta comprimida. Vale ressaltar que tanto L, como

~ . . H
L, estdo no regime elastico. Contudo, no caso do trecho L, :72 onde ¢, >¢, O

regime € elastoplastico e apenas uma parte da sec¢do estd comprimida, conforme é

ilustrado na Figura 40 .

L,

LEI \lJ
L]

Figura 40 —Extensdes dos trechos do painel Grande et al. (2013).

Assim, os graficos das Figura 41 e Figura 42 tem como principal objetivo
apresentar o processo da formacao dos varios trechos do painel que caracterizam o

comportamento da estrutura quando a forga externa V aumenta. E interessante

observar que em ambas as figuras H, = H, quando o eixo neutro esta localizado no

centro da segéo (x,/B=0.5) Grande et al. (2013).
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Figura 41 — Variagdo da extensao dos trechos do painel.
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4. CONSIDERAGOES FINAIS

Por ser um material compdsito com diferentes propriedades a depender da
diregao analisada, a modelagem numérica da alvenaria se torna mais dificil do que
outros materiais como o ago ou o concreto. Durante a realizacdo da revisdo
bibliografica, verificou-se que € necessario dimensionar as paredes de alvenaria
estrutural de modo que elas sejam capazes de absorver os esforgos cortantes
ocasionados por eventos como ventos e sismos. Nesse contexto, a resposta de um
painel sob compressdao submetido a carga lateral é utilizada para verificar a

capacidade de carga lateral (carga lateral vs. deflexao lateral) dessas estruturas.

Nesse estudo, foi realizada uma analise unidimensional de um painel de
alvenaria através do Método dos Elementos Finitos, sendo a alvenaria considerada
como um material homogéneo, ou seja, dotada de propriedades elasticas médias. A
metodologia utilizada aprimora a abordagem apresentada por Grande (2013) para o
calculo de curvas de capacidade lateral de painéis de alvenaria submetidos a carga
axial compressiva. Posto isto, o painel de alvenaria de base engastada e topo livre
nao admite tensdo de tracdo, assim, a secdo transversal resistente varia
continuamente ao longo da altura, conforme a evolugdo da regido comprimida,

sendo que a resposta a compressao possui comportamento elasto-plastico perfeito.

Além disso, a estrutura estudada considera que para um dado valor de forga
lateral, o painel pode ser composto por diferentes trechos ao longo da estrutura, de
modo que cada trecho possui estado tensdo- deformacéo caracteristico. O numero
de trechos e as suas extensdes dependem de uma série de parametros como as

propriedades da alvenaria, o valor da carga aplicada e a geometria do painel.

Neste contexto, foram estudadas trés abordagens para avaliar a resposta nao
linear de painéis de alvenaria. Essas ferramentas tém como propdsito esquematizar
um painel como um conjunto de elementos finitos, utilizando a formulacéo de
Timoshenko, ou seja, levando em conta tanto a deformacéo por flexdo quanto a
distor¢ao por cisalhamento.

As comparagdes entre o ensaio experimental e os modelos numéricos
mostram que os resultados numeéricos sdo satisfatorios tanto em relagédo a

carregamento maximo quanto ao deslocamento ultimo. Contudo, vale ressaltar que
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os modelos numéricos com sec¢ao transversal variavel sdo mais eficientes tanto pela
abordagem utilizando série de poténcias como o elemento finito cujas matrizes séo
obtidas diretamente da solucdo da equacgao diferencial, posto que necessitam de
poucos elementos para se obter um bom resultado. Diferente da abordagem que
utiliza elementos finitos com propriedades constantes ao longo do comprimento, em
que resultados confiaveis somente serdo alcangados com malhas relativamente

densas, de modo a representar a mudanca da secao transversal de forma suave.

Como esperado nao é possivel notar diferengas relevantes na consideragao
da analise nao linear geométrica, isto ocorre devido os paineis possuirem indice de
esbeltez baixo e a carga lateral estar sendo aplicada no plano. Entretanto, como a
relagdo comprimento/largura € baixa a distorgdo de cisalhamento desempenha um
papel importante na analise do painel, portanto a consideracdo da teoria de

Timoshenko neste tipo de analise é de extrema importancia.

Fundamentado nos estudos realizados, o presente trabalho aponta para o
desenvolvimento de futuras pesquisas que avaliem os resultados das formulacdes
apresentadas em analises nao lineares para cargas aplicadas fora do plano e
carregamento distribuido. Outra sugestao que este trabalho indica é a expansao das
formulacdes, desenvolvendo elementos para outras segdes transversais. Seguindo
raciocinio semelhante, sugere-se, ainda, considerar a imperfeicdo geométrica para o

calculo da capacidade de carga das colunas.



95

REFERENCIAS

ABNT. NBR 15270-1: Componentes ceramicos Parte 1: Blocos ceramicos para

alvenaria de vedagdo — Terminologia e requisitos. Rio de Janeiro, 2005.

ABNT. NBR 15270-2: Componentes ceramicos Parte 2: Blocos ceramicos para

alvenaria estrutural — Terminologia e requisitos. Rio de Janeiro, 2005.

ABNT. NBR 15270-3: Componentes ceramicos Parte 3: Blocos ceramicos para

alvenaria estrutural e de vedagao — Métodos de ensaio. Rio de Janeiro, 2005.

ABNT.NBR 16868-3: Alvenaria Estrutural Parte 3: Métodos de Ensaio. Rio de
Janeiro, 2020.

Al-Sadder, Samir Z. Exact expressions for stability functions of a general non-
prismatic beam—column member. Journal of Constructional Steel Research, v. 60, n.
11, p. 1561-1584, 2004.

Angelillo, Maurizio, ed. Mechanics of masonry structures. Vienna: Springer, 2014.

Campbell Barraza, Jaime Andrés. Numerical model for nonlinear analysis of masonry
walls. 2012.

Benedetti, Andrea, Elisa Steli. Analytical models for shear—displacement curves of
unreinforced and FRP reinforced masonry panels. Construction and Building
Materials, v. 22, n. 3, p. 175-185, 2008.

Burgos, Rodrigo Bird. Avaliagdo de Cargas Criticas e Comportamento Pdés-Critico
Inicial de Podrticos Planos. 2005. Tese (Mestrado em Engenharia Civil) —
Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia Universidade Catdlica do

Rio de Janeiro, Rio de Janeiro.

Burgos, Rodrigo Bird. Notas de aula do curso de hiperestatica 2. Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, 2020.

Burgos, Rodrigo Bird, e Luiz Fernando Martha. Exact Shape functions and tangent
stiffness matrix for the buckling of beams - columns considering shear deformation.
XXXV Iberian Latin American Congress on Computational Methods in Engineering,
2013, Pirendpolis, Brasil.



96

Chaimoon, Krit, e Mario M. Attard. Modeling of unreinforced masonry walls under

shear and compression. Engineering structures, v. 29, n. 9, p. 2056-2068, 2007.

Grande, Ernesto, et al. A frame element model for the nonlinear analysis of FRP-
strengthened masonry panels subjected to in-plane loads. Advances in Materials

Science and Engineering, v. 2013, 2013.

Ferreira, Ana Margarida Oliveira Louro. Modelagdo de paredes em alvenaria

estrutural de tijolo. 2014. Tese de Mestrado.Universidade Nova Lisboa.

Gesteira, Aline dos Santos Alves. Estudo do comportamento de painéis de alvenaria
submetidos a carregamento lateral utilozando elementos de poértico com segao
transversal variavel. XLI Iberian Latin American Congress on Computational Methods

in Engineering, 2020, Foz do Iguagu, Brasil.

Giambanco, G., S. Rizzo, and R. Spallino. Il Modello di Interfaccia a Doppia Asperita
per I'analisi delle Strutture Discontinue. Atti del Convegno Nazionale: La Meccanica

delle Murature tra Teoria e Progetto, Messina, Italy, 1996.

Hamid, Ahmad A., A. Mahmoud, and Sherif Abo EI Magd. Strengthening and repair
of unreinforced masonry structures: state-of-the-art. In: Proc., 10th Int. Brick and
Block Masonry Conf. 1994. p. 485-497.

Heyman, Jacques. The stone skeleton. International Journal of solids and structures,
V. 2,n. 2, p. 249-279, 1966.

Kreyszig, E. Advanced engineering mathematics. Ohio, Columbus: JOHN WILLEY
and SONS. 2006.

Magenes, Guido, and Gian Michele Calvi. In-plane seismic response of brick
masonry walls. Earthquake engineering & structural dynamics, v. 26, n. 11, p. 1091-
1112, 1997

Marques, Rui Filipe Pedreira. Metodologias inovadoras no calculo sismico de

estruturas em alvenaria simples e confinada. 2013.

Martha, Luiz F. Analise de Estruturas: Conceitos e Métodos Basicos, 22 Edicao.
2017.

—. Analise matricial de estruturas com orientagao a objetos. Elsevier Brasil, 2018



97

—. A structural educational interactive tool. Proceedings of Workshop in Multimedia
Computer Techniques in Engineering Education, Institute for Structural Analysis,
Technical University of Graz, Austria, p. 51-65, 1999.

Mata, Rodrigo Carvalho da . Analise experimental e numérica do comportamento de
junta em painéis de contraventamento de alvenaria estrutural. 2011. Tese de

Doutorado. Universidade de Sao Paulo.
MathWorks, Inc. Matlab Reference Manual. 2018.

McGuire, William, Richard H. Gallagher, and Ronald D. Ziemian. Matrix Structural
Analysis, Hamilton Printing Company. Inc., USA, 2000.

Lu, Mu, Arturo E. Schultz, and Henryk K. Stolarski. Application of the arc-length
method for the stability analysis of solid unreinforced masonry walls under lateral
loads. Engineering Structures, v. 27, n. 6, p. 909-919, 2005.

Di Pasquale, Salvatore. New trends in the analysis of masonry
structures. Meccanica, v. 27, n. 3, p. 173-184, 1992.

Reddy, J. N., C.M.Wang, e C.Y.Wang. Exact solutions for buckling of structural
members. CRC press, 2004.

Roca, Pere. Assessment of masonry shear-walls by simple equilibrium
models. Construction and Building Materials, v. 20, n. 4, p. 229-238, 2006.

Rodrigues, Marcos Antonio Campos, Rodrigo Bird Burgos, and Luiz Fernando
Martha. A unified approach to the Timoshenko 3D beam-column element tangent
stiffness matrix considering higher-order terms in the strain tensor and large

rotations. International Journal of Solids and Structures, v. 222, p. 111003, 2021.

Rodrigues, Marcos Antonio Campos, Rodrigo Bird Burgos, and Luiz Fernando
Martha. A Unified Approach to the Timoshenko Geometric Stiffness Matrix
Considering Higher-Order Terms in the Strain Tensor. Latin American Journal of
Solids and Structures, v. 16, 2019.

Rodrigues, Marcos Antonio Campos. Solugdes Integradas para as Formulagdes do
Problema de N&o Linearidade Geométrica. 2019. Tese de Doutorado. Departamento
de Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.



98

Roque, Jodao Carlos Almendra. Reabilitagdo estrutural de paredes antigas de

alvenaria. 2002. Tese de Doutorado. Universidade do Minho.

Salmanpour, Amir Hosein. Displacement capacity of structural masonry. 2017. Tese
de Doutorado. ETH Zurich.

Sandoval, Cristian, and Pere Roca. Study of the influence of different parameters on
the buckling behaviour of masonry walls. Construction and Building Materials, v. 35,
p. 888-899, 2012.

Santos, Emerson Acacio Feitosa. Estudo da influéncia das propriedades elasticas da
interface bloco-argamassa na rigidez de paredes de alvenaria. 2014. Tese de

Doutorado. Universidade de Sao Paulo.

Silva, Carolina Rocha Fortes da. Implementacdo computacional de modelos
constitutivos para juntas de argamassa de estruturas de alvenaria no ANSYS. Tese
de Mestrado, 2020.Programa de Pds-Gradugao em Engenharia Civil, Universidade

do Estado do Rio de Janeiro.

Silva, Fernando Artur Nogueira, Paulo B. Lourengo, and Romilde A. de Oliverira.
Paredes de alvenaria estrutural ndo armada dotadas de aberturas e submetidas a
carregamento lateral. Relatério 03-DEC/E-13, Universidade do Minho, Guimaraes,
Portugal, 2003.

Silva, Maria Flavia Dutra Silva. Ferramenta Grafico-Interativa para o
Dimensionamento de Podrticos Planos de Concreto Armado Considerando Nao
Linearidade Geométrica, 2017. Tese de Mestrado. Departamento de Engenharia

Civil e Ambiental, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro

Soltani, M., B. Asgarian, and Foudil Mohri. Elastic instability and free vibration
analyses of tapered thin-walled beams by the power series method. Journal of
constructional steel research, v. 96, p. 106-126, 2014.

Soltani, Masoumeh, and Behrouz Asgarian. Finite element formulation for linear
stability analysis of axially functionally graded nonprismatic timoshenko
beam. International Journal of Structural Stability and dynamics, v. 19, n. 02, p.
1950002, 2019.



99

—. Finite element modelling for buckling analysis of tapered axially functionally
graded Timoshenko beam on elastic foundation. Mechanics of Advanced Composite
Structures, 2020.

Soltani, Masoumeh, and Behrouz Asgarian. New hybrid approach for free vibration
and stability analyses of axially functionally graded Euler-Bernoulli beams with
variable cross-section resting on uniform Winkler-Pasternak foundation. Latin

American Journal of Solids and Structures, v. 16, 2019.

Eloy, Luiz. Métodos dos Elementos Finitos em Analise de Estruturas. Elsevier Brasil,
2010.

Wong, Foek Tjong, et al. On the derivation of exact solutions of a tapered cantilever

timoshenko beam. Civil Engineering Dimension, v. 21, n. 2, p. 89-96, 2019.



100

APENDICE A

Neste apéndice sdo apresentadas as equacgdes diferenciais, suas solugdes,
as fungdes de forma e a matriz de rigidez de um elemento com secéao transversal

uniforme. Logo, a expressao da area e 0 momento de inercia da sec¢ao transversal

Sao:
A(x)=4, =B A1
B’t
I(x)=1,== A2
() =1, 12 (A.2)

A Equacdo (A.1) representa a equagao diferencial para comportamento a

flexdo, no caso da barra prismatica a area € constante, portanto, sé ha uma variavel

na equacao diferencial: o deslocamento axial %,(x). Dessa forma, a Equagéo (2.39),

trivializa em:
d’u,
—0_9 (A.3)
di’

As condi¢des de contorno sdo as mesmas da segao transversal variavel, ou
seja, a fungéo de forma N, é definida considerando u(0)=1,u(L)=0 e a fungdo de
forma N, é definida considerando u(0)=0,u(L)=1.Posto isto, as fungbes de forma

resultantes , no caso da barra prismatica, estdo indicadas a seguir:

u X

]V1 = l—z (A4)
. X

N4 :z (A5)

As Equagdes (2.42) e (2.43) representam as equagdes diferenciais para
comportamento a flexdo, porém como a barra é prismatica o momento de inercia e a
area sao constantes, assim sendo as solugbes homogéneas sao obtidas resolvendo-

se as seguintes equagdes:
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d| dv

=| 4G4l =-06]=0 A6
dx_Z (dx ﬂ (A.6)
d| . do dv

ZNEIZZ |+ 4GA| =—-6 =0

x| de” (dx ] (A7)

Derivando a Equacao (A.6) uma vez em relagéo a x e utilizando a Equacao
(A.7), chega-se a:
EI d_30 =0 (A.8)
dx’

Logo, a solugdo homogénea para a rotagcdo da segao transversal é escrita

através de um polinémio de terceiro grau:

2

O(x)=c, +c,x+c, % (A.9)

Substituindo 6(x) da equacgao anterior em 6 da Equacéao (A.7), tem-se:

2
Elc, -l—}(GA%—ZGA(Cl +c,x+c %j =0 (A.10)
x

Ou melhor, reescrevendo em funcdo da derivada do deslocamento
transversal, chega-se a:
v, EI x’

e :ZGAC3—cl+czx+c37 (A.11)

x° X EI
Vy :CO+CIX+027+C3 z—ﬁx

Integrando, apenas uma vez em relagéo x, obtém-se:

x? x*  EI
v0=00+c1x+cz?+c3 Z—ﬁx (A.12)

E utilizando o parametro €, da Equacgao (2.51), tem-se:



102

2 3
vV, =¢, +ox+c, %+c3 (%—QOsz] (A13)

E apropriado reescrever as Equacdes diferenciais (A.9) e (A.13) de forma
matricial, para isso, €& necessario relacionar o campo de deslocamentos

generalizados, incluindo as rotagdes, com os coeficientes dos polinbmios da solugao

homogénea.
1 x X_Z X—S—QL2x “
V()| 2 6 G V()|
{Q(x)}_ . ‘., _){H(x)}_[X]{c} (A.14)
0 1 X 7 c

Através da aplicagdo das condi¢gdes de contorno apropriadas, Equacgao
(A.15), é possivel a avaliar a solugdo homogénea nas extremidades da barra, a fim

de obter a matriz que relaciona o vetor de deslocabilidades com o vetor dos
coeficientes da solugao, conforme a Equacgao (A.16).

{d=mO 00 @) ow)

(A.15)
1 0 0 0 |

v,(0) 01 0 0 C

0(0) | rr (1 sl N

9 2

() 01 L L “
L 2 J

Invertendo a matrix [H], obtém-se uma matriz que relaciona o vetor dos

coeficientes da solugdo homogénea com o vetor das deslocabilidades, que de uma
forma condensada pode ser expresso por:

(A17)

A substituicdo do vetor dos coeficientes da solugcdo homogenea, Equacao
(A.17) na Equacao (A.14), resulta na matriz de fungdes de forma, que € uma relagédo

entre o campo de deslocamentos generalizados e o vetor de deslocabilidade,
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Equacdo (A.18). As fungdes de forma interpolam os deslocamentos, solugao

discreta, a fim de adqurir a solugao continua do problema.

(o ) (o) > - ~rs)

As expressbes a seguir demonstram as fungdes de forma para o

comportamento a flexao de Timoshenko.

_(x=L)(120°Q-2x" + Lx+ L") Ao 6x(x—L)

= L120+1) | ra2Q+n A

Para deduzir a matriz de rigidez elastica na situacdo da barra prismatica
considerando a teoria de flexdo de Timoshenko é necessario substituir as fungdes
de forma para secao transversal uniforme na matriz de deformacdes e resolver as

integrais do problema.

£ 0 0 _E4 0 0
L L
12E1 6EI 12E1 6El
L1+12Q,) L(1+129,) CLA+12Q,)  (1+12Q,)
6EI 4EI0+3Q) |, 6EI 2EI(1-69,)
2 2
kel L(1+12Q,)  L1+12Q,) N L(1+120,)  L1+129,) A23)
= 0 0 = 0 0
L L
2Bl 6EI 0 12E1 _ 6EI
LA+120,) (1+12Q,) LA+120,)  F(1+12Q,)
G6EI 2EI0-6Q) |, ___ 6EI AEI(14+3Q,)
(1+120Q,)  L1+12Q,) (+12Q,)  L(1+12Q,) |

E importante observar que, quando Q, =0 a Equagao (A.23) se transforma na

matriz de rigidez de Euler-Bernoulli. A teoria de Euler-Bernoulli considera que o
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deslocamento transversal fica associado a rotagcdo da secao transversal em uma
equacao que também é conhecida como uma relagdo de compatibilidade:

_dv,

dx

0 (A.24)

A expressao anterior pode ser obtida considerando a distorcdo de
cisalhamento da Equacéao (2.9) nula. Isso enfatiza que, a consideragao de que o giro
de secgdes transversais se mantendo normais ao eixo deformado da barra esta

associada a desprezar deformacdes por cisalhamento.

A matriz de rigidez geométrica para barra prismatica considerando a teoria de
flexdao de Timoshenko pode ser calculada através da substituicdo das fungbes de
forma para secao transversal uniforme na matriz de deformacdes e resolver as

integrais do problema.

l 0 0 —l 0 0
L L
6(120Q,” +20Q), +1) 1 o o 20Q, +20Q), +1) 1
5L(12Q, +1) 10(12Q, +1)* 5L(12Q, +1) 10(12Q, +1)’
o (L+L] o 1 _[L_L]
10(1202, +1)° 12200120, +1)’ 10(1202, +1)? 12200129, +1)°
Ko=P| | | (A.25)
- 0 0 — 0 0
L L
~6(120Q,° +20Q, +1) ~ 1 0 6(1209, +2002, +1) ~ 1
SL(12Q, +1) 10(1202, +1)? 5L(12Q, +1) 10(12Q, +1)’
I _(L_Lj P S [L+Lj
10(12Q, +1)? 12200129, +1)* 10(12Q, +1)? 12200120, +1)°

E importante observar que, quando Q,=0 a Equagdo (A.25) se modifica na

matriz de rigidez geomeétrica de Euler-Bernoulli.

As cargas nodais equivalentes para seg¢ao transversal uniforme sédo calculadas
substituindo-se as fungbes de forma para seg¢ao prismatica na Equacao (2.75).0

resultado é:

poL q,L I
fo=tlo=m Ja=fe =t foz=—f04=+‘1;2 : (A.26)

E interessante notar que as cargas nodais equivalentes devidas a carga

uniformemente distribuidas ndo dependem do cisalhamento.
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APENDICE B

o _ x(L—x)(a-1)
2 Log(a)(Q, +a — Qo —Qua” + Quo* +1) = 2a + 2)(L — x + ax)? (B.1)
2 2 2
P(@ -2a+1)-x(la* ~4La+3L)-2La+ 1og(“x(2‘1)j(x(L +10,)+ LQ,0 + Q0 )21 +LQOa3xlog(x (@ ~2a +1)L+2 (jz 2L -2La)
N =
: log(a)(L'Q, -a(L'Q, - L)+ ' - 'Qua’ + Q) - 2L a - x(2L - 4La +log(a)(-LQa* + 2LQ, 0" - La* =2LQ 0+ L+ LQ)) + 2L ) + 21
i (B.2)
La 2 4 2\, 2 22 3 Lo’
+log| " |(L'Q +x(LQya" + Lo’ )+ Lo+ L' + LQ,a°) + LQ,axlog| — .
L+x(a-1) (o -2a+1)+L -x(2L-2La)
log(a)(L'Q, -a(L'Q, - L)+ L' - I'Qa* + LQa’) - 2L a - x(2L-4La +log(a)(-LQ,a* + 2L &’ - Lo’ —2LQua + L+ LQ)) + 2L a) + 21
2 2
No=_ LY
|L—x+ax]|
~ x(L—x)(2log(a)—4a +20Q, log(a) + &’ + 200> log(ar) — 4Q,r log(ar) +3) (B.3)
(L-x+ax)’(log(a) +Q, log(a) — a(Q, log(a) —log(a) + 2) — Qe log(a) + Qe log(a) +2)
N o La—La* + L(Q,a" —2Q,0+Q, + )(log(L) - 2a log(L) + a” log(L) + a” log(c))
 log(a) -6 +Q, log(a)-alog(a)+6a’ —2a" —a’ log(a) + &’ log(a) + 20,0 log(a )+ 2Q,a” log (a ) - 3Q,a* log (o) + Q. log (e )~ Qe log (La ) + Qua log (L) - 2Q log (o) + 2
x(log()—a+Q, log(a)+Qa’ log(ar) - 2Quar log () +1)
4o -log(a) - Q, log(La) +Q, log(L) - 2a” +a* log(a) - 2Q,a” log(ar) + Q a* log(ar) + 2Q,a log(ar) - 2
2la 20" + 20 log(a)( Qe 20,0 +Q, +1) (B.4)

- 2(a - 1)(log(a)(a+1)(Q,a” -2Q,a+Q, +1)-2a +2)

Llog(L—x+ax)(Q,e’ —2Q,a+Q, +1)
log(a)(a+1)(Q,a° —2Q,a +Q, +1)-2a +2)
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N = x(L-x)a-1)’
> Llog(a)Q, +a—Qua —Qua* +Qua’ +1) = 2a + 2)(L — x + ax)* (B.5)

_log(L-x+ax)—log(L)

Ny

log(x)
2 2 2 2 (B6)
(a - 1) QL log(L—x+ax)—2L log(L)—2Lxlog(L —x+ ax)+2Lxlog(L)—-2Laxlog(L) +2Laxlog(L —x + ax))—log(a)(a - 1)(Lx + ax” —x" + Lax)
Llog(a)(L—x+ax)(log(a) —2a +Q, log(a) + alog(a) —Q,a’ log(a) + Q,a’ log(a) - Q,a log(a) +2)
N - a—ao’ +a’ log(a)(Q,a’ —2Q,a+Q, +1)
¢ 4a- log(a)—Q, log(La) +Q, log(L) — 20 +a’ log(a) - 2(200:3 log(a) + Qoa4 log(a) +2Q 0 log(ar) -2
2 4 3 2 2 2 2 2 2 (B'7)
La-x(-La" +3La’ -3La" +La)-La"+La log(a)(Qa” —2Q,a+Q, +1)
(o —D(log(a)(a + 1)((20&2 -20Q,0+Q,+1) =20 +2)(L-x+ ax?)
N = Lo’ — Lo’ + La(Qua” —2Q,a +Q, +1)(log(L) — 2a log(L) — a log(ar) + a” log(L))
6 log(a) —6a +Q, log(ar) —a log(a) + 6a” =20 — & log(ax) + &’ log(a) + 2Q,a” log(ar) + 2Q,a” log(e) — 3Q,a* log(a) + Qua” log(ar) — Q  log(La) + Quax log(L) — 2Qax log(axr) + 2
N ax—a’x+a’xlog(a)(Q,a’ —2Q,a+Q, +1)
da —log(a) —Q, log(La) +Q,log(L) - 2a* + a’ log(a) — 2Q,0° log(a) + Qo * log(a) + 2Q,a log(ar) — 2 (B 8)

La*(log(a)+Q, log(a) +1) - 'a’ (2Q, log(a) + 1) + I'Q,a* log(a) _ Lalog(L—-x+ ax)(Q,a’ —2Qa +Q, +1)
(a—1)’(log(a)a+1)(Q,a" —2Q,0+Q,+1)—2a+2)(L—x+ax) log(a)a+1)(Q,a” -2Q,a+Q, +1)-2a+2
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APENDICE C

Nao é somente por equacdes diferenciais que € possivel obter os coeficientes
da matriz de rigidez elastica. Esse procedimento também é possivel através dos
coeficientes de flexibilidade, para isso €& necessario obter os coeficientes de
flexibilidade depois inverter a matriz resultante para chegar na de rigidez. Por meio,
da relacdo entre a flexibilidade e a rigidez, pode-se obter os coeficientes de 2
sistemas desacoplados e obter os demais coeficientes por equilibrio, conforme sera

visto adiante.

E valido notar que as equacdes tanto para area como para a inercia para
caso da secéo transversal variavel sdo apresentadas nas Equacdes (2.37) e (2.38)
respectivamente, como o cisalhamento esta incluso o parametro adimensional €2

também ira variar ao longo do comprimento do elemento, Dessa forma, tem-se:

X 3
o El, (1+(a—l)LJ

2GAL 2G4, (1+(a—1)zjﬁ

=Qo(l+(a—l)%j (C.1)

Enquanto a matriz de rigidez consiste em forgcas e momentos necessarios
para produzir valores unitarios de deslocamentos e rotacbes. A matriz de
flexibilidade consiste nos deslocamentos e rotacdes que surgem ao aplicar forgas e
momentos unitarios, conforme Figura 43. Vale ressaltar que, ndo existe interagao
entre efeitos axiais e transversais devido a linearidade geométrica, assim sendo os
coeficientes da matriz de rigidez podem ser obtidos pela inversdo da matriz de

flexibilidade resultante.

(a) e .o 1

Figura 43— (a) Coeficientes de Rigidez a flexado, (b) Coeficientes de Flexibilidade
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Para formular a matriz de coeficientes de flexibilidade é necessario aplicar
forcas e momentos unitarios, para que se possa obter o deslocamento provocado

por essa carga unitaria. Conforme esta ilustrado na Tabela 9.

{
. { . 1.0 kNm
JT 10kN ET % m
N(x)=+1 O(x)=-1 0(x)=0
| | | o

=_ M =+1

M(x)=0 i M ol 3 =
;} 1 ol | I
L 1.0

Tabela 9 — Forgas e momentos unitarios do lado direito

No caso da parte axial, considerando N =1, obtem-se o deslocamento (J,,)

provocado pela carga unitaria.

544 =

j~ dx _ Llog(a)
0 nr) A4E(@-D (C.2)
EA, (1+(a I)LJ

Para o caso da parte transversal considerando Q=1, obtém-se o
deslocamento (J;) e a rotagdo (J;)provocado pelo momento unitario. Fazendo

M =1, obtém-se o deslocamento (J;)e a rotagéo () provocados pelo momento

unitario.

2 2
X 2 3 [24 3
Q.1 D= | L L|log(a)-20+—+—=
[ “( e )LJ 4 ( & 2 2] L', log(a)

_L (=x+1L)’ _
o _l ( xT dx+£ ( xf e El(a—1)’ " El(a-1) "’ (C.3)
EL| 1+(a-1)~ EL| 1+(a-1)~
L L
L 2 L 2
(—x+1L1) L (—x+1L1) L
s :I s :.[
0 0
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1 y L(a+1)

% = o EL2d (C.5)
EI, (1+(a—l)Lj 0

S Gy

O procedimento para chegar nos coeficientes resultantes da aplicagao das

forcas e momentos unitarios do lado esquerdo sao semelhantes ao direito, como
ilustra a Tabela 10 , mas, como EA eEl n&o sdo constantes, sé é possivel afirmar

que 0, éigual a d, e que J,, éiguala J,, , visto que, a integral € a mesma.

N
. N k 1.0 kNm .
N(x)=-1 O(x)=1 O(x)=0
B 10 \ I
M(x)=0 M(x)=x M(x)=-1
. 1.0
| ————1 | | |
f f
L
Tabela 10 — Forgas e momentos unitarios do lado esquerdo
P :j‘ dx _ Llog(a)
11 = Oy OEA0(1+(0‘_1);J A,E(a-1) (C.6)

2
X 2
, , LQO[1+(0!—1)j L L (4a-3a* +2a% log(a) -1 ;
6= [ e L _ g Bl o)) potoste)
0 X\ 0 b 2EL o (a—1) Ely(a-1)
EI, 1+(a—1)z EI, 1+(a—l)z

L _ 2 L _ 2
523=j : s =— L, 5322," . s =~ L
0 X 2E1006 0 X 2E]00( (C8)
EL|1+(a-1)> EL|1+(a-1)>
L L
5 -5 j 1 L(a+1)
= = X =
66 33 ! E102a2 (Cg)

EIO(1+(a—1))LC)

Os coeficientes da matriz de rigidez sdo obtidos através da inversdo de duas

matrizes 3x3.
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-1 -1

k, 0 0 o, 0 0 k, 0 O o, 0 0
kss k56 =1 0 555 565 0 Ky k23 =0 6, 523 (C.10)
k65 k 0 565 566 0 k32 k33 O 632 533
EIl(a—1) (a+1)
AE(a—1) k. = 0 B
T g |2 Dlog@)a+ Qe —20a+ 0, +)-2a+2) s =ky (C.11)
El(a-1) —k . =—
by =k = nf@”) , b =hs =7hn(c 12)
L (log(a)(a+1)(Qa” -2Q,a+Q, +1)-2a +2)
2El o’ El,(a-1y
33 = + > 3 ) (C.13)
La+1) L(a+D(og(a)(Q,+a-Qa-Qa” +Qa +1)-2a+2)
2 2 3
_ 2Ela N El,a’(a-1) (C.14)

CT Lia+])  La+)(log(a)Q, +a—Qa-Q.a’ +Q,a° +1)-2a+2)

Os coeficientes da parte em que as linhas vado de 1 a 3 e as colunas de 4 a 6

sao obtidos por equilibrio, conforme mostrado na Figura 44.

k14 = —k44 , k25 = —k55 . kys = —ks L — ks kye = —ksoL — kg » ke = —kse»

k’\ﬁdﬁ - -
kogds kseds

k5 de
k! d’ k? dﬁ 26 6 k;ﬁ d;
4y wdy ==
e e S Kisd? . -
= g kesdls dﬁ’
o’

Figura 44 — Configuracdes deformadas elementares. (Martha, 2018)

Os demais coeficientes sao obtidos pela simetria da matriz:

k41 = k14 , ksz = kzs k53 = k35 , ke.z = k26s k63 = kss (C.16)

E importante notar que, a matriz de rigidez para secdo transversal uniforme
também pode ser obtida pelos coeficientes de flexibilidade, o procedimento sera o

mesmo adotado para sec¢do transversal variavel, porém para esse caso a area, a

inercia e o parametro adimensional ) serdo constantes. A matriz de rigidez

resultante é igual a obtida na Equacgao (A.23).

Outra importante consideracdo € que obter os coeficientes da matriz de
rigidez através de fungbes de forma do elemento com secgéo transversal uniforme
introduz erros, pois as fungdes de forma hermitianas sdo a solucdo exata da

equacado quando EA e EI sao constantes, mas ndo quando sao variaveis. Assim
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sendo, existem 2 solugdes para isso conforme foi apresentado ao longo das segdes
22e23.

¢ Obter os coeficientes de flexibilidade e inverter a matriz resultante para
chegar na de rigidez.

e Resolver as equagdes diferenciais e obter fungdes de forma “exatas”.

As cargas nodais equivalentes também podem ser obtidas por meio do
principio das forgas virtuais, PFV. Para isso, primeiramente € preciso obter o sistema
principal, ou seja, cria-se uma estrutura isostatica auxiliar que € obtida da estrutura
original hiperestatica pela eliminagao de vinculos. O sistema principal, SP, adotado
no caso da Figura 23 é a estrutura isostatica mostrada na Figura 45. Observa-se que
foram retirados 3 vinculos externos da figura original, com isso o grau de

hiperestaticidade do problema ¢é igual a 3.

Py 4

b e e e A ) GHULLTHTITTLTLT

(a)

3

Figura 45 — Sistema principal adotado para a solu¢do da estrutura da Figura 23.

Por meio do SP e utilizando as Equacgdes de equilibrio (2.21), (2.22) e (2.23)

as expressodes do esforco normal, do cortante e do momento fletor sdo calculadas:

J.dN(x)ZJ‘pO—)N(x):pox"'cz (CA7)

dx

J‘dQ(x) =_[“]0 — 0(x)=—qx+c, (C.18)
dx

FLCD _ [ o) b1 (3) = gy s M () = g, e+, (©.19
dx 2

Através da aplicacdo das condigdes de contorno apropriadas, Equacgao

(C.20), é possivel obter os coeficientes ¢, ¢, e ¢,.

N —> x(0) = p,L O —> x(0) = q,L, M x(0)=— DL (C.20)
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L _ 2
Ny =-pyr+p,L 0, =4y +4,L M, =g, E22 (c.21)

Para calcular as cargas nodais equivalentes & necessario encontrar os
valores dos hiperestaticos que fazem com que as condigbes de compatibilidades
violadas na criagdo do SP sejam restabelecidas. A determinagao dos hiperestaticos
€ feita através da superposi¢cao de casos basicos, utilizando o SP como estrutura
para as solugdes basicas. Assim, o sistema de compatibilidade pode ser escrito pela
Equacéo (C.22):

{6, +[o]{x} =10} (C.22)

Sendo, {d,} o vetor dos termos de carga, [6]a matriz de flexibilidade e {X}

o vetor dos hiperestaticos.

O calculo dos coeficientes o, e 0, que aparecem nesse sistema de

equacodes é realizado com o auxilio do PFV. O PFV trabalha com um sistema de
forgas real de deformagdo, no qual se quer calcular um deslocamento em algum
ponto, e um sistema de forgas virtuais, as forgas virtuais sdo cargas unitarias
aplicada no ponto e na dire¢cado do deslocamento que se quer calcular. (Martha,
2017). Como, ilustrado na Tabela 9.

Portanto, os valores dos termos de carga sao:

(—pox+ poLYdx  LI'p,(alog(a)—a+1)

Oy = = 2
lEAﬂ(H(a—l)zJ AE(a-1) (C.23)

2
Q, [1 +(a-1) x] (~qyx+q,L)
L
dx =

S 3
X
EIO(1+(a—1)L) (C.24)

_ (L =x)*(=x+ L)dx j
0 2EA0£1+(0:—1);) 0

 L'qy(Ba+6alog(L+L(a-1)-6alog(L)-6a’ +a’ +2) L'Qyq,(alog(a)-a+1)
4EI(c-1)' El(a—1)

>3
L ) Lq, [1og(L+L(a —1))—2a—1og(L)+a+]
S=] m (el S 2 2 (C.25)

2EA0(1+(0{_1)2] 2EI(a—1)
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Conforme foi visto anteriormente, os coeficientes de flexibilidade resultantes
da aplicacdo das forcas e momentos unitarios do lado direito sdo dados pelas
Equagdes (C.2), (C.3), (C.4) e (C.5).

A solucao do sistema de equacdes de compatibilidade sdo os ja conhecidos

resultados apresentados fa2 da Equacgdo (2.76), f,; e f, da Equagéo (2.77). As

outras cargas sao obtidas através das seguintes Equacgdes de equilibrio:
2E=0>f, +pL+f, =0, ==f, -pL (C.26)
ZE =0 fo—q L+ fis =0 fo =—fis +¢,L (C.27)

L2
ZM0=0—>f03L—q°T+fO4+fOZ=O—>f02:—f03L+——f04 (C.28)

Vale ressaltar que, a cargas nodais equivalentes para secdo transversal
uniforme também pode ser obtida pelo principio do trabalho virtual, o procedimento
sera o0 mesmo adotado para segao transversal variavel, mas para esse caso a area,
a inercia e o parametro adimensional () serdo constantes. O resultado obtido sera

igual a Equacao (A.26).



